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PREFACIO

Prefaciar uma nova Revista Matematica & Educacdo sempre
me faz refletir sobre todo o contexto de sua elaboracdo. Esta edigcéao é
construida em um ano bem atipico, infelizmente, marcado por uma
pandemia de Covid-19, que assola o planeta. Mas também, em um
ano onde comemoramos o centenario de Paulo Freire, referéncia para
a educacao no Brasil. Ano que se faz necessario mobilizar todas as
energias e retomar os trabalhos na educac&o, motivando os estudantes a
prosseguirem na aprendizagem e sobretudo acreditando na importancia
dos estudos e das pesquisas na construgdao de um pais melhor.

Mais uma vez, trazemos em nossos trabalhos pesquisas
voltadas para os mais diversos temas, todos eles, claro, relacionados de
alguma forma a Matematica, seja por pensar no seu ensino, em estudos de
conceitos e/ou teorias, seja por aplica-la, transformando-a em ferramenta
para novos conhecimentos.

Nesse sentido exibimos nesta edigdo reflexdes sobre varias
metodologias como a embasa no uso de jogos para o ensino de
matematica, e a ativa, que se centra na aprendizagem e no aluno.

Um trabalho importante desta revista também vai se debrucar
sobre o Centro de Midias - CMSP, plataforma utilizada pela Secretaria
Estadual da Educacao do Estado de Sao Paulo e trazer reflexdes iniciais
sobre seu papel na pandemia.

Ainda é foco de um interessante trabalho aqui publicado a
discussao sobre o desenvolvimento do raciocinio légico com jovens
e adultos, além de um artigo riquissimo sobre Criptografia, um tema
de extrema importancia para pensar a atualidade tecnoldgica em que
vivemos.

Finalmente, ainda compde esse numero, um estudo sobre
capitalizagdo simples e composta, e a pesquisa de dois dos diferentes
tipos de investimentos, tudo isso articulado em um 6timo trabalho sobre
Matematica Financeira.

Agradecemos de forma especial o empenho do corpo docente e
administrativo da instituigdo que viabilizaram esta publicagao.

Boa Leitura!

Cordialmente

Silvia Regina Viel
Chefe do Departamento de Matematica
Centro Universitario Municipal de Franca — Uni-FACEF
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1 Introducéao

A educacgao se encontra em significativa transformacao,
consequéncia das mudangas constantes pelas quais a sociedade
passa. Diversos fatores externos a escola relacionados ao convivio
social, como por exemplo a politica, religido, midia, economia e
mercado de trabalho, influenciam diretamente as expectativas
da populagao em relagdo ao ensino. Sendo o professor a linha
de frente de toda a organizagéo educacional, o seu trabalho é
diretamente impactado por essas expectativas, fazendo com que
busque adequacdes e aprimoramentos para o exercicio desta
nobre profissdo, de modo que acompanhe as necessidades da
comunidade em que esta inserido.

A mudanca mais visada na pratica docente para atender
as perspectivas da atualidade é que o professor deixe de utilizar
somente a metodologia tradicional e busque o uso de outras formas
de lecionar. Assim, os alunos deixam de ser apenas receptores e
dependentes da orientacdo do professor e passam a ser motivados
a procurar a informacao, e, assim, perceberem que o professor nao
€ o detentor do conhecimento e sim orientador da aprendizagem.

Surge entao, a necessidade de metodologias distintas da
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tradicional, para que o docente possa acompanhar as evolucoes
e adequar-se aos novos padrbes sociais, sem deixar de exercer
0 seu importante papel na formacao dos cidadaos, de conduzir
o0 conhecimento e de priorizar 0 aprendizado dos estudantes.
Ainda, no caso especifico da Matematica, outro desafio & superar
o bloqueio que a maior parte dos alunos tém no aprendizado da
disciplina, por considerarem muito dificil e até mesmo impossivel
aprender os conteldos matematicos.

O artigo apresenta a possibilidade do uso de jogos como
metodologia de ensino de Matematica, tendo em vista que, para os
docentes mudarem a maneira como ministram as aulas, € preciso
uma busca continua de aperfeicoamento dos métodos e um estudo
constante, além da necessidade de levar para a sala de aula outras
formas de trabalhar os conteldos e de desenvolver o aprendizado.

Outro fator importante na escolha do tema foi que as
atuais perspectivas da relagdo do professor com o estudante, que
ja ndo é a de transmissao de conteudo, mas sim de mediador do
conhecimento, pode ser muito bem explorada pela metodologia
de jogos. Ainda, a aprendizagem através de praticas interativas e
participativas pode ser um grande diferencial para diluir os conceitos
prévios trazidos pelos alunos em relagao a disciplina.

Assim, o principal objetivo do artigo € exemplificar como a
metodologia de jogos no ensino de Matematica pode ser aplicada,
considerando aspectos importantes como a participacdo ativa do
estudante, o aprendizado desenvolvido com o uso dos jogos, a
evolucéao histérica da abordagem e alguns pontos relevantes para
a escolha do jogo a ser utilizado. Para tanto, foram elaborados
planos de aula com base no que diz o teérico do Construtivismo
Vygotsky (2000), além de pesquisadores da area, como Kamii
(1991), Kishimoto (2010), Lara (2005) e Muniz (2014).

Inicialmente, apresentam-se os jogos como metodologia
de ensino, ja considerando que a sua aplicacao deve estar
contextualizada ao conteudo, pois 0 jogo como um passatempo
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em um momento livre da aula, sem relagcdo com os conceitos que
a classe esta estudando, ndo € metodologia. Outra consideragao
importante a se fazer € que a percepgao dos jogos pelas criangas
e adolescentes, muda de acordo com a faixa etaria, e cabe ao
docente fazer boa escolha e bom uso da ferramenta.

Na continuidade, faz-se uma breve introdugao da evolugao
da metodologia ao longo dos anos, desde os primeiros fildsofos
que ja percebiam a importancia dos jogos no aprendizado até os
dias atuais, onde temos cerca de quarenta anos de estudos mais
avancados do tema. Apos, trata-se da importédncia de saber a
diferencga entre atividade pedagodgica, brincadeira, brinquedo, jogo
e atividades ludicas.

Em seguida, destaca-se como o aprendizado acontece
quando a metodologia de jogos € colocada em pratica. Apresentam-
se os beneficios que ela proporciona aos estudantes, visto que esta
intimamente relacionado com aspectos socio-cognitivos, como a
interacao, o trabalho em equipe, a cooperagao, o espirito saudavel
de competicéo e o estimulo ao aprendizado, ou seja, tal metodologia
vai além de facilitar a compreensao dos conteudos.

Na sequéncia, o foco € como usar a metodologia no ensino
da disciplina de Matematica, analisando alguns pontos como o fato
dos estudantes considerarem dificil compreender os conteudos
matematicos, além dos mesmos nao enxergarem a possibilidade
de o aprendizado acontecer de modo mais fluido e através de
outras formas que nao seja apenas o método tradicional de cépia
da teoria e resolugdo de muitos exercicios. Por fim, foi feita uma
reflexdo sobre como a aplicagcado dos jogos pode ser um facilitador
do ensino.

Espera-se que todo o conteudo apresentado a seguir seja
esclarecedor e motivador aos professores e futuros professores,
para que os mesmos continuem buscando fazer a diferenca e
contribuir na formagéao escolar dos estudantes, colaborando sempre
para que a educagao avance positivamente.

Revista Matematica e Educacao, (1) (11): 09-35, 2021 11
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2 Os jogos como Metodologia de Ensino

Devido a rapidez e a dindmica com que a sociedade se
transforma a ideia de trabalhar os jogos com as criangas parece
algo inovador e transformador. No entanto, desde a Grécia antiga,
ja era evidente a importancia dos jogos ludicos no processo de
formacgao da crianga, como mostra Volpato (2017), por meio dos
pensadores Aristoteles (385-322 A.C) e Platao (427-347 A.C).

Conforme o autor aborda, no conceito de Aristételes o
ludico preparava a crianga para a vida adulta, o jogo funcionava
como forma de “descanso do espirito” ou recreacdo. Ja para
Platdo, o jogo era visto como algo muito importante e valoroso,
aprender brincando, no seu conceito, refletia na personalidade da
crianga. Portanto, a aprendizagem deveria ser supervisionada por
um adulto, como garantia de conservacgéo das leis e virtudes.

Segundo Arce (2002), no século XVIII, Froebel (1782-
1852), pioneiro na educacao infantil, ja intitulava o jogo como parte
importantissima da aprendizagem, pois ele acreditava que, ao ser
mediada por um jogo, a crianga realizaria sua assimilagdo de mundo,
por meio da interiorizagao, como também no seu autoconhecimento
por meio da exteriorizagao.

Conforme Azevedo (1979), no século XIX, Montessori
(1870-1952), acreditava que o ambiente era de extrema importancia
paraaaprendizagem da crianga e que antes dela aprender o abstrato
precisava primeiro do concreto. Defendia que a aprendizagem
passa pelas maos, pois € através delas que as criancas decodificam
0 mundo e por isso investia nos jogos sensoriais. Diversos
pesquisadores contemporaneos e extemporaneos defendem a
mesma linha:

Nada deve ser dado a crianga, no campo da matematica,
sem primeiro apresentar-se a ela uma situagao concreta
que a leve a agir, a pensar, a experimentar, a descobrir, e
dai, a mergulhar na abstragdo (AZEVEDO, 1979, p. 27).

12 Revista Matematica e Educacgdao, (1) (11): 09-35, 2021
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Assim, entende-se que aeducagao ludica, com brincadeiras
e jogos, esteve presente em varias épocas, com diversos povos e
em diferentes contextos. Porém a importancia dos jogos como uma
metodologia de ensino realmente ganhou forga com os tedricos
do Construtivismo, principalmente por conta da teoria de Vygotsky
(2000) que acreditava que a crianga precisa vivenciar novas
situacdes e participar efetivamente da construgao do seu proprio
conhecimento.

No brincar, a crianga esta sempre acima de sua idade
média, acima de seu comportamento diario. Assim na
brincadeira de faz-de-conta as criangas manifestam
certas habilidades que nédo seriam esperadas para sua
idade. Nesse sentido, a aprendizagem desperta varios
processos internos de desenvolvimento. Deste ponto de
vista, aprendizagem n&o € desenvolvimento, entretanto o
aprendizado adequadamente resulta em desenvolvimento
e pde em movimento varios processos que de outra forma
seriam impossiveis de acontecer. (VYGOTSKY APUD
ANCINELO, 2002, p. 132).

Em decorréncia do pensamento de Vygotsky (2000)
acredita-se que o jogo deve ser aplicado para a crianga de forma
coerente e responsavel, pois é através dele que a crianca vai
desenvolver suas habilidades e varios outros processos internos,
que sem o jogo seria improvavel ocorrer.

As contribuicbes dos autores citados foram de grande
relevancia para que o0s jogos se tornassem uma importante
ferramenta na aprendizagem. Logo depois, 0 que motivou mais
ainda a busca por uma nova metodologia de ensino, foram os
resultados obtidos por pesquisas em educacdo matematica, e
conforme mostram os Parametros Curriculares Nacionais, ha
contradi¢ao entre a importancia dos conhecimentos matematicos e
o desempenho da aprendizagem:

Revista Matematica e Educacao, (1) (11): 09-35, 2021 13
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O ensino de Matematica costuma provocar duas
sensacgdes contraditérias, tanto por parte de quem
ensina, como por parte de quem aprende: de um lado a
constatagao de que se trata de uma area de conhecimento
importante; de outro, a insatisfagdo diante dos resultados
negativos obtidos com muita frequéncia em relagdo a
sua aprendizagem. (PARAMETROS CURRICULARES
NACIONAIS, 1997, p.15)

Assim, como o préprio documento apresenta, entende-
se que a Matematica € uma area muito importante, pois permite
relacionar e resolver problemas da vida cotidiana, tem aplicabilidade
no mercado de trabalho, alémda suainterdisciplinaridade com outras
areas curriculares. Ja a insatisfacao diante dos resultados mostra
que é necessario modificar urgentemente o modo de se ensinar
a disciplina. Nao é viavel relutar em manter o ensino tradicional
engessado, onde s6 o professor € agente do conhecimento e o
unico capaz de transmitir o saber e o aluno apenas o receptor das
informacdes, incapaz de construir o proprio aprendizado. E preciso
pensar em metodologias que supram a necessidade dos alunos,
tornando o conhecimento matematico acessivel a todos.

O conhecimento matematico formalizado precisa,
necessariamente, ser transformado para se tornar
passivel de ser ensinado/aprendido; ou seja, a obra e o
pensamento do matematico tedrico ndo sdo passiveis
de comunicagao direta aos alunos. Essa consideragao
implica rever a ideia, que persiste na escola, de ver nos
objetos de ensino copias fiéis dos objetos da ciéncia.
(PARAMETROS CURRICULARES NACIONAIS, 1997,
p.30).

Desde 2004, a perspectiva do uso dos jogos aliados ao
ensino de Matematica, vem ganhando respeito como metodologia
pois busca facilitar o entendimento dos alunos, quebrar o
tradicionalismo e trazer para sala de aula atividades praticas, onde
o estudante ¢é livre para criar, raciocinar, testar e experimentar suas
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estratégias sem medo de errar ou de ser punido.

Os jogos [...] vém ganhando espago dentro de nossas
escolas numa tentativa de trazer o ludico para dentro da
sala de aula. A pretensao da maioria dos professores com
a sua utilizagdo é a de tornar as aulas mais agradaveis
com o intuito de fazer com que a aprendizagem torne-se
algo fascinante. (LARA, 2004, p.1).

Logo, no contexto atual da realidade escolar, onde o
professor deixa o papel de detentor do conhecimento e torna-se
mediador, os jogos ganham espago como ferramenta e auxiliam na
mudanca de perspectiva da sala de aula.

Para que o mesmo faga uso dos jogos na sala de aula,
€ preciso atentar-se aos objetivos que se quer atingir com a sua
utilizagdo. O jogo, pela perspectiva do professor, geralmente
leva o aluno a buscar na prépria atividade a fonte de prazer pela
producao cognitiva. Agora, pelo ponto de vista do proprio aluno, é
uma atividade espontanea e improdutiva em termos de construgao
do conhecimento, ou seja, o estudante ndo vé o jogo como uma
ferramenta de aprendizagem e sim como uma diversao. Assim,
caso a atividade desenvolvida ndo atinja os objetivos esperados,
compromete a nogdo que os alunos tém sobre ele. Temos o
seguinte:

A nocgao de jogo é tomada como uma fonte por exceléncia
de criagdo e de resolugdo de situagbes-problema de
Matematica para seus participantes. O jogo é visto
como um instrumento de aquisi¢do da cultura do seu
contexto social, cultura que engloba conhecimentos e
representacéo acerca da Matematica: seus valores, sua
aprendizagem, seus poderes. (MUNIZ, 2014, p. 14)

Sendo assim, para o jogo ser Util no processo de ensino
aprendizagem é preciso, segundo Kamii e Devries (2009, p.25): “1-

Propor algo interessante e desafiador para o aluno; 2- Permitir ao
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aluno uma auto-avaliagdo quanto ao seu desempenho; 3- Permitir
que os jogadores participem ativamente do comego ao fim”.

Segundo os critérios acima, Kamii e Devries (2009),
acreditam que em situagbes de jogos o aluno aprende muito
mais do que quando faz, apenas, varios exercicios. Os pontos
apresentados servem de embasamento para o professor quanto a
melhor escolha de jogo para o conteudo que pretende desenvolver.
Outro fator que auxilia o professor a selecionar um jogo de modo a
trabalhar as competéncias e habilidades envolvidas com o tema, é
saber diferenciar os quatro recursos disponiveis para uso: atividade
pedagdgica, brincadeira, brinquedo e jogo.

Imagem 1 - Brincar e jogar

Fonte: Brasil Escola — UOL

Através das atividades pedagdgicas, das brincadeiras,
dos brinquedos e dos jogos as criangas se comunicam com 0O
mundo exterior, expressando-se, descarregando suas energias,
interagindo com o0 meio onde vivem e com sua cultura, aprendendo
assim a experimentar o mundo, as possibilidades, as relagbes
sociais e elaborar sua autonomia.

16 Revista Matematica e Educacgdao, (1) (11): 09-35, 2021
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E muito comum fazer confus&o quando o assunto relaciona
atividade pedagodgica, brincadeira, brinquedo e jogo, pois para as
criangas essas sao vistas como coisas muito semelhantes e cabe
ao professor saber a diferenga entre elas e mais que isso, saber
diferencia-las na hora da pratica.

As atividades pedagdgicas referem-se a pratica em que o
aluno desenvolve o seu conhecimento. Segundo Coménio (1649)
essas atividades fazem parte das rotinas pedagdgicas das criangas,
de carater ludico e sério, ressaltando sempre a espontaneidade € o
aprender que ocorre ao “fazer fazendo”.

Com isso, podemos dizer que a brincadeira € um tipo de
atividade pedagdgica, pois brincar implica numa proposta criativa
e recreativa, desenvolvida espontaneamente e, mesmo quando
sujeita a regras, estas sao flexiveis e simples, e seu maior objetivo
€ a pratica em si.

De acordo com Pereira (2001, p. 90):

Para existir o brincar precisa haver quem brinca um objeto,
um tempo, um espago e um conjunto de mecanismos que
regulam uma determinada acéo [...]. Brincando, busca-
se alguma coisa em si mesma e na relagdo com o outro
dando-se um sentido e uma intencionalidade aquilo que
se faz.

O brincar alegra e contribui para o desenvolvimento das
criancas. Dificilmente brincamos sozinhos e é nesse ponto que o
brinquedo entra. Para Kishimoto (1993), o brinquedo é representado
como objeto suporte da brincadeira, e, portanto, é repleto de
significado para as criangas, uma vez que se torna mediador entre
ela e outras criangas e entre ela e o mundo, sem esquecer que ele
permite também o desenvolvimento da inteligéncia, sensibilidade,
habilidade e da criatividade, possibilitando entédo, a socializagédo
entre adultos e criangas. O brinquedo traduz o mundo para a
realidade infantil.

Revista Matematica e Educacao, (1) (11): 09-35, 2021 17
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O jogo por sua vez vem como grande aliado da atividade
pedagogica, mas diferente da brincadeira, que ndo tem regras
especificas, 0 jogo se constitui de regras para tornar a aprendizagem
mais significativa e desafiante, e permite que a crianga, colocada
diante de situag¢des ludicas, aprenda a estrutura légica da brincadeira
e, deste modo, aprenda também a estrutura matematica.

Segundo Skonieski, Teckio e Rosa (2001, p.24) com o
jogo, a crianga: “1- Libera e canaliza as suas energias; 2- Pode
transformar uma realidade dificil; 3- Da vazao a fantasia, que sempre
encontra no jogo, uma abertura; 4- Além disso, € uma grande fonte
de prazer tanto para educadores quanto para os educandos”.

Na atualidade, com o avango das tecnologias e com 0 uso
de aparelhos eletronicos, o professor tem opgéo de utilizar jogos
virtuais como ferramentas pedagoégicas. Alguns pontos importantes
e positivos sdo que assim mostra ao estudante que ha formas de se
aprender na internet, que a tecnologia possibilita maior acesso ao
conhecimento e ainda, caso a escola possua a alternativa, se torna
uma possibilidade fazer uso do Laboratério de Informatica.

Tem-se entdo que, mesmo que 0s conceitos sejam
similares, a brincadeira, o brinquedo e 0 jogo ndo s&o iguais,
apresentam diferencas em aplicagcdo, principalmente quando
utilizados em sala de aula. Entretanto, todos sdo muito importantes
na vida das criancas e podem ser considerados como ferramentas
para ler o mundo infantil, pois € através deles que a crianga constroi
seu mundo e consegue compreender o mundo exterior da melhor
forma.

Por isso o professor precisa ter consciéncia da importancia
do seu papel em relagdo ao ensino-aprendizagem, uma vez que
para ensinar utilizando jogos é necessario um mediador que
acompanhe o processo de resolugao dos estudantes, identificando
suas estratégias, seus niveis de compreensido e dificuldades,
tornando assim, possivel que se planeje intervengbes para o
avanco do aluno.
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3 Aspectos motivacionais dos jogos no aprendizado de
Matematica

Como retratado anteriormente, muitas pessoas ao pensar
em Matematica traziam, e ainda trazem consigo, um estereétipo
de que é uma ciéncia complicada e dificil de aprender. Muitas
vezes também, o seu ensino € visto como algo rigoroso e sem
aplicabilidade cotidiana. Segundo Muniz (2014 p. 61):

[...] os conceitos matematicos sdo, sobretudo, ligados a
elementos abstratos, criados pelo pensamento humano,
uma vez que o trabalho do matematico se realiza sobre
um mundo abstrato, imaterial, essencialmente no campo
conceitual.

Por essas razdes, cada vez mais pesquisadores e
tedricos da area de Educacédo, da area de Matematica e da area
de Educagdo Matematica, buscam inserir os jogos como método
para facilitar o aprendizado e para superar os preconceitos que 0s
estudantes trazem para a sala de aula.

Para ajudar os alunos com ou sem dificuldades de
aprendizagem, € preciso uma comunicagdo simples
e clara, usando recursos didaticos que facilitem o
entendimento de assuntos tdo abstratos, como é o caso
da Matematica (CAMPQOS, 2015, p. 14).

Como ficou nitido no posicionamento do autor, o ensino da
Matematica precisa de recursos para que a sua compreensao fique
mais simples e clara. Alguns jogos néo sdo apenas uma atividade
ludica, pois podem despertar um sentido e um significado diferentes
da visdo que a aula tedrica traz. Aprendendo com estes tipos de
jogos, dificilmente se esquece.

Nao se pode deixar de considerar também que, conforme
os topicos anteriores, quando se trata do ensino para criancas
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nos anos iniciais, que é o periodo de descoberta do mundo, de
relagdes interiores e exteriores com tudo que lhes cerca, é nesse
momento que as brincadeiras, os brinquedos e os jogos tém um
papel fundamental de fazer compreender. Ainda conforme Muniz
(2014 p. 61):

Devemos, na mesma intensidade, considerar que é o
mundo material, concreto e real, a0 menos no ensino
fundamental e na educacao infantil, que da o sentido e a
vida a estes elementos matematicos, tdo importantes, no
processo de conceitualizagéo.

Quando se relaciona o fato de que a Matematica é uma
ciéncia estudada com base em abstragdes e que a materialidade é
essencial na compreensao de tudo aquilo que esta sendo exposto
ao estudante, podemos imediatamente concluir o porqué de o jogo
estar recebendo tanto destaque nas comunidades académicas
como uma metodologia de ensino de Matematica, conforme nos
aponta Mendes e Trobia (2015), e também Nascimento (2019).
Quando o jogo € bem escolhido, ou até mesmo bem inventado pelo
professor, traz para a aula uma materialidade que nao é possivel
demonstrar somente através de lousa e giz.

Com base nos estudos de Muniz (2014), pode-se constatar
que a maior parte dos estudantes, independentemente da idade,
nao veem a possibilidade de aprender Matematica com jogos,
mesmo que usem conceitos aprendidos em sala de aula, pois no
geral, a disciplina esta associada com o trabalho escolar, férmulas
e teoremas tratados de maneira formal.

Um dos pontos importantes na etapa de escolha do jogo
pelo professor para que se torne interessante, é ter conhecimento
da aplicabilidade dos conceitos que ele quer desenvolver junto com
a classe. Pois, dizer que a Matematica é abstrata e dizer que ela
ndo tem utilidade muitas vezes é um sindnimo para os alunos. E
preciso despertar a curiosidade e o interesse pelas ideias que estao
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por tras das acgdes.

Como exemplo, pode-se analisar o caso do estudo dos
numeros decimais: dizerunicamente que oque aparecerepresentado
apo6s a virgula é a parte “picada” do numero, aparentemente nao
tem outra funcao além de complicar as realizagdes dos algoritmos
de soma e multiplicagéo. Agora, quando se exemplifica supondo
situacdes que envolvem dinheiro, a compreensao € muito mais facil,
pois é algo real, palpavel e que faz parte da vida cotidiana. O uso
do jogo vem com essa mesma inten¢do, de mostrar que mesmo
quando néo vista de forma explicita, a Matematica esta presente
em todos os momentos da vida.

Outro ponto para a selegao do jogo a ser utilizado € que
nao necessariamente precisa ser um jogo matematico para que ele
auxilie no aprendizado dos conteudos, pois jogos de reflexao, por
exemplo, levam os jogadores a desenvolver importantes processos
de matematizagcao, como raciocinio l6gico, concentracao e dedugao.
Assim temos que:

[...] o emprego dos jogos na Educacdo Matematica € um
recurso que pode ser usado para introduzir conceitos,
revisar conteudo ou, até mesmo, minimizar ou sanar
defasagens (VIEL, et. al., 2017, p. 87).

Portanto, o jogo quando aplicado adequadamente se
torna atraente aos olhos dos estudantes, motivando-os na busca
constante pelo conhecimento e tornando a aprendizagem cada vez
mais significativa, despertando assim o gosto pela Matematica.

4 Como se aprende com jogos

O jogo, como esclarecido anteriormente, € uma ferramenta
importante para favorecer a aprendizagem e faz papel de mediador
do conhecimento matematico. Portanto é relevante destacar seu
papel na vida da criangca. Segundo Orso (1999, p. 7) “a crianca
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precisa ser alguém que joga para que, mais tarde, saiba ser alguém
que age, convivendo sadiamente com as regras do jogo da vida.
Saber ganhar e perder deveria acompanhar a todos sempre”.

Atividades ludicas como brincadeiras e jogos contribuem
para o desenvolvimento integral da crianga, pois estdo vinculadas
com a inteligéncia, a motricidade e a afetividade, pontos importantes
para gerar a energia necessaria para a progressao psiquica, moral
e intelectual. Por isso, pode-se considerar que o jogo no contexto
educativo tem potencial para alterar positiva e significativamente a
pratica da educacgao, facilitando a aprendizagem de conteudos e
proporcionando ao aluno a capacidade de pensar, discordar, testar
e avaliar hipoteses, além do desenvolvimento da autonomia e da
socializagao.

E se engana quem pensa que o jogo pode ser utilizado de
uma unica maneira dentro da classe, varias séo as aplicabilidades
dos jogos e, inclusive, um mesmo jogo pode ter mais de uma
aplicagdo. Um bom exemplo é o jogo Batalha Naval que estimula
0 pensamento estratégico e ao mesmo tempo traz as nogdes de
coordenadas cartesianas. O professor que conhece diversos
jogos certamente pode usa-los em mais de um momento, com
mais de uma finalidade e trabalhando simultaneamente diversas
competéncias e habilidades.

A aprendizagem através de jogos, como domind, palavras
cruzadas, memoria e outros permite que o aluno faca da
aprendizagem um processo interessante e até divertido.
Para isso, eles devem ser utilizados ocasionalmente para
sanar as lacunas que se produzem na atividade escolar
diaria. Neste sentido verificamos que ha trés aspectos
que por si so justificam a incorporacdo do jogo nas
aulas. Sao estes: o carater ludico, o desenvolvimento de
técnicas intelectuais e a formacdo de relagdes sociais.
(GROENWALD e TIMM, 2002, p.1).
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Analisando os momentos que o0s jogos podem ser inseridos
no processo de ensino-aprendizagem, Lara (2004), caracteriza-os
em quatro tipos diferentes, sendo eles: jogos de construgéo, jogos
de treinamento, jogos de aprofundamento e jogos estratégicos. Ja
levando em consideragao € claro, que o jogo deve ser de carater
educacional e nao apenas com a inteng¢ao de passatempo.

Ainda conforme a autora, os jogos de construgdo sao
aqueles onde um novo conteudo, que levara a construcdo e
formacao de novos conceitos, € apresentado para os estudantes.
O tema trabalhado geralmente € desconhecido ou os jogadores
nao sabem quase nada, o que leva os mesmos a buscarem novos
conhecimentos para melhor desenvolver a atividade.

Os jogos de treinamento por sua vez, sdo muito uteis na
pratica do conteudo ja construido pois, por mais que a crianca
tenha assimilado os conceitos de acordo com a prépria formulagao
de pensamento, o exercicio € fundamental para que a pratica, a
familiarizacédo e até mesmo a autoconfianga em relagdo ao dominio
do assunto sejam aumentadas.

O treinamento pode auxiliar no desenvolvimento de um
pensamento dedutivo ou légico mais rapido. Muitas vezes,
€ através de exercicios repetitivos que o/a aluno/a percebe
a existéncia de outro caminho de resolugéo que poderia
ser seguido, aumentando, assim, suas possibilidades de
acgao e intervencgao. [...] pode ser utilizado para verificar se
o/a aluno/a construiu ou nao determinado conhecimento,
servindo como um “termémetro” que medira o real
entendimento que o/a aluno/a obteve. (LARA, 2004, p.25).

Depois, temos os jogos de aprofundamento, que sao
aqueles que possibilitam a aplicagdo dos conceitos de uma maneira
mais precisa e que exija o dominio do tema ja trabalhado.

Por fim, os jogos de estratégia sdo aqueles muito mais
conhecidos, como por exemplo: Xadrez, Dama, Batalha Naval,
Freecell, dentre outros, que sao definidos por Lara (2004, p. 27)
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como:

[...] jogos que fazem com que o/a aluno/a crie estratégias
de agdo para uma melhor atuagdo como jogador/a,
onde ele/a tenha que criar hipoteses e desenvolver
um pensamento sistémico, podendo pensar multiplas
alternativas para resolver um determinado problema.

O xadrez é um jogo bem interessante para ser aplicado
com os estudantes em sala de aula, pois, como exemplifica o titulo
da imagem abaixo, ele traz muitos beneficios para os alunos, pois
além de trabalhar o raciocinio légico, estimula ainda a estratégia
matematica e a sociabilidade entre as criangas, aperfeicoando assim
habilidades importantes para o seu desenvolvimento cognitivo.

Imagem 2 - Beneficios do jogo de xadrez como ferramenta
pedagodgica

Fonte: Secretaria da Educacao — Governo do Estado de Sao Paulo

Dentre os demais aspectos que a autora Lara (2004),
considera importantes para a classificagdo dos jogos e,
principalmente para o seu uso em sala de aula, alguns pontos mais
relevantes a se destacar é que cabe ao professor conhecer o jogo
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que utilizara para que possase preparar e levarem conta os aspectos
negativos que podem surgir, evitando assim, contratempos.

Oideal é que jogos onde a sorte tem muito peso e determine
quem esta ganhando ou perdendo sejam evitados e que se dé
prioridade aqueles onde quem desenvolver uma melhor estratégia
e raciocinio tenha mais chances de se sair melhor. Estabelecer
claramente as regras € outro fator de importancia e caso elas sofram
variagoes no decorrer da atividade, sédo tépicos que precisam estar
claros a fim de néo criar situagcdes de desavenca e/ou frustracao
por parte dos jogadores.

Mas € claro que quando o docente prepara, escolhe
e desenvolve a atividade em sala de aula com consciéncia e
transparéncia, além de muita responsabilidade em relagdo ao
conteddo que se quer ensinar, muitos sdo os beneficios do
aprendizado que os jogos podem trazer, como vemos a seguir:

A aprendizagem envolve capacidades intelectuais,
habilidades cognitivas, psicomotoras e afetivas. Para
aprender, € necessario que haja motivacdo por parte
do aprendiz, que este se interesse por uma atividade
e construa saberes a partir de suas experiéncias. A
brincadeira € um meio de aprendizagem e o jogo, um
recurso valioso no processo ensino-aprendizagem (VIEL
et. al., 2017, p. 87)

E preciso levar em consideracdo que, para o aprendizado
com o uso de jogos trazer o maximo de beneficios ao aluno e ir além
de unicamente desenvolver conceitos matematicos, o professor
nao pode ser apenas um observador, ele deve estar atento para
conduzir a atividade de modo a atingir as metas de aprendizagem,
sem interferir no desenvolvimento do jogo.

A metodologia dos jogos exige alta preparacéo e dedicacao
do docente e participagdo dos discentes, para que aconteca da
melhor maneira possivel. Como nos diz Starepravo (2009, p. 49):
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O jogo é, por natureza, uma atividade autotélica, ou seja,
que nao apresenta qualquer finalidade ou objetivo fora
ou para além de si mesmo. Nesse sentido, & puramente
ludico, pois as criangas precisam ter a oportunidade
de jogar pelo simples prazer de jogar, ou seja, como
um momento de diversdo e ndo de estudo. Entretanto,
enquanto as criangas se divertem, jogando, o professor
deve trabalhar observando como jogam. O jogo nao deve
ser escolhido ao acaso, mas fazer parte de um projeto
de ensino do professor, que possui uma intencionalidade
com essa atividade"

Por fim, pode-se ressaltar que diversos artigos académicos
e pesquisas realizadas na area, apresentam resultados positivos
sobre o uso da metodologia de jogos, como por exemplo, o
exercicio do raciocinio logico, além de estimular a criatividade, a
atencao e a sociabilidade. Um dos pontos importantes é que pelo
interesse, mais alunos desenvolvem a atividade e o aprendizado
dos conteudos, além de melhorar a compreensao e a fixacdo de
conceitos. Outro bom resultado apresentado é o desenvolvimento
cognitivo devido a interagdo realizada durante as brincadeiras.
Assim pode-se ressaltar que o saber mais importante € aquele
construido no decorrer da aprendizagem a partir de experiéncias e
vivéncias significativas.

5 Ensinando Matematica com jogos

Na sequéncia, vamos mostrar algumas possibilidades
de como o professor pode trabalhar o ensino de determinados
conteudos matematicos com a metodologia de jogos. Inicialmente
as autoras elaboraram planos de aula e depois selecionaram
as informagbes mais relevantes a serem apresentadas. Todo o
trabalho desenvolvido esta de acordo com a Base Nacional Comum
Curricular (BNCC, 2017), e ainda com os Parametros Curriculares
Nacionais (PCN, 1997).
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Os temas abordados serao: 1- Operacodes basicas: adicao
e subtragéo; 2- Conjunto dos Numeros Inteiros; 3- Inequagdes. A
escolha do conteudo em si foi feita de modo aleatério, apds terem
definido a relevancia de trazer assuntos estudados em diferentes
periodos escolares, com alunos de faixas etarias distintas.

Para desenvolver todo o conteudo de cada um dos itens,
serdo necessarias mais de uma aula. A sugestao apresentada de
jogo pode ser utilizada em ocasides diferentes do processo de
ensino-aprendizagem, ficando a critério de cada professor analisar
o melhor momento de colocar a metodologia em pratica, levando
em consideragdo os objetivos que deseja atingir e o conjunto
das demais aulas sobre o mesmo tema. No momento do uso da
metodologia, consideramos importante que o professor se atente
a dois fatores:

1. O que os alunos ja sabem e o que eles descobrem com
0 jogo;

2. O que eles nao sabem e nao conseguem desenvolver
sem auxilio.

Caso o professor opte por usar o jogo como forma de
apresentagdo e familiarizagcdo dos estudantes com o conteldo,
aplicando logo na primeira aula sobre o tema, nas seguintes podera
fazer uma mescla de teoria com repeticdo do jogo da primeira
aula. Assim, é possivel reforgar e introduzir os conceitos e, depois,
podera comprovar se houve aprendizado ao jogar novamente.

Na sequéncia, ha a opg¢ao de praticar outro jogo sobre o
conteudo, que o professor deve escolher com a intengao de sanar
as defasagens no aprendizado, que ele observou com as duas
aplicacdes anteriores e de modo a reforcar a parte tedrica que ele
esclareceu. E importante verificar se ha a participacdo de todos e,
principalmente, como cada um se comporta. Para assegurar que o
aprendizado esta acontecendo, iremos sugerir que seja elaborado
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exercicios extraclasse. Ja na quarta aula o professor podera corrigir
exercicios e sanar duvidas apresentadas. No final podera
repetir um dos jogos ou realizar outro tipo de atividade, que nao

os

necessariamente precisa ser um jogo, que considere valida dentro

do contexto que estiver trabalhando.

Quadro 1 - Plano de aula sobre: Operacgbes basicas: adicéo e

subtragao

BINGD DAS OPERAGDES

Components Currlcular: Matematica | Mivel: Ersing Fundamentadl Snas Inios

Hakilidades (BNCC): ([EFTMALS] Repoker & etaborar problamas & adicho e de
audiracha, enwvolvenda nimers de 8 dois algarismas, com of significadas de
junkar, mcrescentar, separar & reliran, com o suporle de imagens aioy mavienal
manipuldvel, ulirando exirstégias & formas de registo pessoais.

Objativa: Agrender 8- rapslver problemess de plchc & sublracBo wilizando o
GorCEn {8 jUPtar, AcTescerilar, felirar & aspanan aprender & rabaihar em equipe,

Contolhdos: Operapies bédsicas: adigha & subtmdgio.
Dascricho do joge: Bingo da3 oparapias & um jogo de franaments qua pammia
s asludanies ralambrar e fixzar o conbeddos ja estudadas.

para cada jpgador & de mpinhas de garala suficientes pam preencher toda a
carala da cada jogador. Dewes confetcionar o 000 da seguinte formas slabonar
caralan da bingd com o nimsms que sk oe eeulbedos das opsmcies; slabonr
w5 cartas Com & operagies mabermalices de adiche @ sublfacio cujos reeuBades
bl nos cantelas.

Rogras do jogo: O bingo das operagdes serd realizado da seguma foma: O
profassor val disinbul Ace Alunos A8 carlelas de binge, as tampichas e 30 palifos
para cada w), Fcaed com g8 20 cantas dis operacies da aECio & pulirecic am
mbca. SOmaard e Carta em cada rodacs, @ asakn, o alund dara gue reslizar A
cparaiho soresds LEande ab palitos de poold. Apds ofiler o redultada, o ogador vai
procurar ra cariela do binge == tem ou néc o nimere encortrada & caso lenba,
marcard com a kampinka de garafa. Quem completar a carsla deverd dizer Gingal e
apressriar @ meEsma para o prodessar conferir. Poderd haver wm beinde espedal
para g primein kigar 8 brindes ce parlicpapsn pas s demas alunos

Fonte: elaborado pelas autoras
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Quadro 2 - Plano de aula sobre: Conjunto dos Numeros Inteiros

TERMOMETRD MALUCT

Componante Cumcular: Malersica | Hivek Enera Fundameants Ancd Fros
Habilidades (BNCC): (EFO7MANY) Comparar & ordenar ndmems inbsiros em
dilaranies conbexion, iNCLIMGD O RNEKIGO, ASBOGE-RIE 8 POMGS db Nele PUEMBCE 8
utikzidos Bm silacies qus anvabBm adicio & subimcio

Objadive: Lhlipgr oo nivseos mairos pars realizer cparagdion do adichs o
SUbBeSa, com o BlURD e Aplicer O mMsuladn e rela numesda, ConEdarands o
valar abscluto do nidmero & o sew sinal,

Comeidos: Nimerns miarns @ & rala numenca

Descricio oo jogo: Temimalo Maluco & UM [ogo da consincio qua pemite |
acs eshwdanios o essooogdo dos prégrios conhecimanios com o conteddo
mafemalioo.

istragsa aneom aa final: para cada tabuleiro desanhado, imponimic ou desenhar um
conjunie de 36 canas, sendo ds carlas oom & pabnTa “oposts” @ inds carlas de
cida uen doe saguintes mimeege: 0; -1, -2 -3 -4 5] #1, 82] #3004 8 ¥5

Ragras do jogo: [nicsimeria, o profeasons byvacd oo aluncs ald o palic & ascola,
onda 0 iBbulging do g0 |4 eslans desanhado. E inberaskania desentss mas de
um fabulsiro para que varias equipes joguem smulreaments. Faz-se 8 dnisdo
fos grupas que devem ser fomades por dos ou inds alunas e por fim apresenta-

Be o seguinies regras: 1 Cads grupo ulfiza um buésiro 8 um conjunio da 30
caigs. que devam ser ambaralhadas & colocades 50 lade da b, sendo que
a4 e Acam volladee para E@ios no madris; 2- Parg inidiar, cade jegadorn comgrg
uma carta no manie B, sendo gUE Bl proprln SOTA O marcador, S8 drige ao
tabeseira: s o walor da caia for posiivo, el aang; =a for negabivo, ele recua; se
for zam, ebe == manksm onde ssfava &, por Tim, se for 3 palaers aposia, sle deverd
s dingie a0 opoEss numenicn o s em que aeliver] 3- O jogoe continus deeas
forma, Sadh VOE um Bre uMe CRTE 8 Seduss 0o ponie de onde el 4- Ceed o
jpgadcr aliga a casa de -35 fica congelade ou ssa, o do jogo; 5- Existem inis
jefioz de ganhar, sando eles: 4) o pRiMen jcgador gue chegar o caza +34 b} o
ulimme jogador gue fcar no lbulsimo, caso of oulnos ssjam comgetadas; of o
|ogador quas, &0 acahansm a5 cafas, sfver maks quante, ou 8. NA casa posia
de maior vakar numénoa.

Fonte: elaborado pelas autoras
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Imagem 3 - Tabuleiro do jogo Termémetro Maluco

Fonte: Urbano, 2016

Quadro 3 - Plano de aula sobre: Inequacbes

30

DOMING DAS INEQUAGDES

Componants Curricular: Makemalics | Mived: Ensing Furdamerrial Ancs Firsais

Habilidades (PCN's): Tradupho oe silusqoes-probiema por eguaches ou
iIrpoUAGBas o0 primekc grau, uilizendo 83 propriededes da gueldace ou

desigualdade, na construgao de procedimentos para resolvé-las, disoutinda a
significado &as raizes enconiradas am confonlo oom a Shuacho propeats,

Dbjetivo: Resches menl@imenls nequaghes de pomeiro grao, ublizardo oa
concestas fa menar, mair & difsrame, com o propasdo da parficpar do joga,

Copteldos: Resolicao de inequacies do primeio grau com &6 cpesepdes da
aorms, subilracsa, multiplicacsa & divisio.

Descrigho do jogo: Daming dee (nequagtes & m jogo de Wemamenis que
parmiba a0k eshudantes mlambraram & fianam da conbaidos j8 esiudadon,

Material utilizado: O professar devers confecrionar o joge o3 Seguinte tomme:
slabarar 20 inequacies que sio possiveis para os alunce resohé-tas merdalmants
& snotal suss respostas, Cads peca de domind deverd der em um Bdo uma
iNBEUACE & do DUITD LM FESDOSES CL4E NEQUBCAD GSIRE 6 ouira paca.

Revista Matematica e Educacgdao, (1) (11): 09-35, 2021



Uni-FACEF - Centro Universitario Municipal de Franca

Regras do jogo: As mesmas do Daming tradicional; serds dols partcipantes, cada
um recebe ¥ pegas @ o jogador que bver a peca B @ [ onicia a partida O oubra
jopador encata uma pece B9 Mods que 8 ineguacas eetajs igada & Bua resposta
U VicE-yerEa. ASSIM SUCESSIVAMENIE A, S0 O OpAOOT N&G CONBKEE BNCAINEr
neErfuma peie no momand, pessa 8 Y. Garha aguala que ancaar odas as
pecas primein. Caso o [ogo saj Yechada”, quando nao fica nentuma peca livee
para mar kgada com uma inequagio ou com um resullado, vence aguele qua

POBELIN MENDS DECHEE Na ME0.

Fonte: elaborado pelas autoras

6 Consideragodes finais

Como discorremos ao longo do artigo, as brincadeiras
e jogos estdo presentes na educacdo ha muito tempo, ndo sao
uma novidade ou mesmo uma tendéncia pedagodgica como
muitos acreditam. Na Grécia Antiga, diferentes pensadores como
Aristoteles e Platdo, ressaltaram a importancia de jogos ludicos no
processo de formacgao da crianca.

E na atualidade, ap6s muita evolugdo nas pesquisas
relacionadas a area educacional, ha diversos estudos, citados ao
longo do texto, onde se comprova que as criangas, ao entrarem em
contato com as brincadeiras, manifestam habilidades inesperadas
pela sua idade, enfatizando a sua importancia como ferramenta no
ensino.

Analisando os momentos em que os jogos podem ser
incluidos no processo de aprendizagem, a classificagdo e suas
aplicagbes noensino e todos osresultados positivos que experiéncias
de outros pesquisadores apresentaram, foram desenvolvidos trés
planos de aula com a metodologia de jogos aplicada no ensino de
Matematica.

Fez-se a escolha de temas relevantes e que sao estudados
em faixas etarias diferentes, a fim de evidenciar que os jogos nao
sdo exclusivos para as fases iniciais do ensino, como o Bingo das
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Operacdes, mas que também podem ser aplicados com estudantes
dos anos finais do ensino fundamental, como o Termdémetro Maluco,
e com conteudo considerado mais dificil pelos estudantes, exemplo
do Domind das Inequagdes.

Por fim, acredita-se que é evidente a importancia de
novas metodologias para o ensino de Matematica, especialmente
como a de jogos, que estimula o interesse pela atividade e auxilia
no desenvolvimento das capacidades intelectuais, habilidades
cognitivas, psicomotoras e afetivas, tornando-se para o professor,
um recurso valioso no processo de ensino-aprendizagem.

O artigo foi elaborado em tempos de pandemia causada
pela Covid-19, o que impossibilitou as autoras, até o momento, de
levarem as propostas dos planos de aula para aplicagao pratica
com estudantes, a fim de poder coletar dados quantitativos e/ou
qualitativos sobre os resultados de toda a teoria estudada. Mas
certamente ha o interesse de por em pratica no momento que for
possivel e surgir a oportunidade.
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1 Introducdao

Para compreender melhor este artigo, € importante
discernir o que € de método e metodologia, apesar de parecer a
mesma coisa, existe uma diferenca entre ambos.

Segundo o dicionario, método é a técnica utilizada para
o0 ensino de uma disciplina, o caminho pelo qual se atingi um
objetivo. Ja para Roberto Jarry Richardson (1985), método ¢é a
escolha organizada de procedimentos para explicagdo de um
acontecimento.

Metodologia, conforme o dicionario online de Portugués
€ a reunidao de meétodos; processo organizado de pesquisa e de
investigacdo. Segundo Barros (1986), a metodologia € o estudo e
analise de varios métodos a fim de verificar se estes se aplicam a
utilizacédo esperada.

Levando em consideragcao as informagbes acima, pode-
se concluir que ha diferenga entre método e metodologia, e a
compreensao desta diferenca é de suma importancia para o
entendimento do assunto que ira ser abordado neste artigo.

A metodologia tradicional, também conhecida como
educacao bancaria, foi predominante até o século XVII, no entanto,
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nesse periodo ja haviam estudiosos que utilizavam recursos
diferentes para ensinar. Comenius € um exemplo, ele tinha um
método diferente, chamado de Didatica Magna, que preconizava
0 ensinar sem trazer um peso para o aluno ou professor, isto é,
ambos tém prazer em aprender.

"N6s ousamos prometer uma Didatica Magna, isto é, um
método universal de ensinar tudo a todos. E de ensinar
com tal certeza, que seja impossivel ndo conseguir
bons resultados. E de ensinar rapidamente, ou seja,
sem nenhum enfado e sem nenhum aborrecimento para
os alunos e para os professores, mas antes com sumo
prazer para uns e para outros. E de ensinar solidamente,
nao superficialmente e apenas com palavras, mas
encaminhando os alunos para uma verdadeira instrugao,
para os bons costumes e para a piedade sincera."
(COMENIUS, 2021, p. 13)

Ja os métodos ativos, segundo Abreu (2009), seus
primeiros indicios encontram-se na obra Emilio de Jean-Jacques
Rousseau, que foi publicada em 1762. Nesta obra Rousseau dizia
que a crianga € um ser curioso e com prazeres especificos e, cabe
ao professor provocar e preservar a curiosidade do estudante.
Sendo assim, o estudante comega a ser o protagonista do seu
processo de aprendizagem.

Nesta mesma visdo de introduzir métodos ativos na
educacdo, em meados do século XX, John Dewey trouxe uma
metodologia baseada nas experiéncias, a principio chamada de
“teoria da investigacdo”, que dava aos educadores uma tarefa
de reincorporar os temas de estudo nas experiéncias, com uma
investigacdo onde varias hipoteses eram examinadas. Dewey
(2010) notava a necessidade de que jovens e criangas ndo fossem
somente ouvintes, mas que pudessem se engajar em sala de
aula. E atualmente essa caréncia de uma nova educacgao tem se
acentuado, temos adolescentes que s&do nativos digitais, tm mais
acesso a tecnologia e a informacao e estdo sempre conectados.

Revista Matematica e Educacao, (1) (11): 36-61, 2021 37



Uni-FACEF - Centro Universitario Municipal de Franca

Por isso, necessitam de metodologias de ensino modernas e
inovadoras, capazes de despertar a sua curiosidade com uma aula
dinamica e interativa.

O principal objetivo dessa metodologia que sera abordada
é apoiar os estudantes para que aprendam de forma autbnoma
e eficaz, partindo de problemas e situacdes do cotidiano. Assim,
o0 aluno deixa de ser um agente passivo na aprendizagem, que
apenas escuta o que é ensinado, e passa a ser o protagonista na
construcao do conhecimento e o centro do processo.

“Acho que a educacdo frequentemente cria antas:
pessoas que nao se atrevem a sair das trilhas aprendidas,
por medo da onga. De suas trilhas sabem tudo, os
minimos detalhes, especialistas. Mas o resto da floresta
permanece desconhecido.” (ALVES, 2012, p. 31)

E preciso criar condicbes para que todos os alunos
possam desenvolver suas habilidades e aprenderem os conteudos
necessarios a vida social, de forma prazerosa e espontanea, alémde
buscarnovas solugdes, em que se possam explorardessas situagoes
e estimularem novas estratégias para compreender a realidade.
Desta forma, é necessario inspirar e influenciar o desempenho dos
estudantes na escola, desenvolvendo mecanismos de participacao,
para mostrar que o compromisso de todos coopera na qualificacéo
do ensino e facilita todo processo de aprendizagem.

A metodologia ativa tem o potencial de despertar a
curiosidade, valorizando, portanto, as contribuicées dos alunos nas
aulas. Assim, sdo estimulados os sentimentos de engajamento,
competéncia e responsabilidade, além da motivacdo nos estudos,
tendo como intengdo aproxima-lo de sua autonomia em sala de
aula e fora dela.
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2 Educacéo Ativa

Desde o nascimento e ao longo da vida, aprendemos
ativamente, enfrentando desafios em diversas areas (profissionais,
pessoais e sociais), desafios que ampliam a cognigéo,
conhecimentos e habilidades. A vida € um processo ativo de
aprendizagem, com desafios cada vez mais complexos. Desse
modo, aprendizagem passiva € importante, mas a aprendizagem
por questionamento e experimentacao é mais relevante ainda, para
conseguir correlacionar a teoria com a realidade.

“Aaprendizagem é ativa e significativa quando avangamos
em espiral, de niveis mais simples para mais complexos
de conhecimento e competéncias em todas as dimensdes
da vida.” (MORAN, epigrafe, 2018)

Quando o acesso as informagdes era mais restrito, o
método tradicional era propicio, assim o professor transmitia as
informacdes e por isso se tornava muito significativo. Hoje por meio
da Internet e das tecnologias, podemos estudar com muitas pessoas
diferentes em qualquer lugar e a qualquer hora. Sendo assim, para
aprender existe uma enorme flexibilidade e possibilidade em uma
sociedade altamente conectada.

As mudancas sociais nas Ultimas décadas s&o inegaveis,
portanto, diante dessas mudancas, as escolas e sistema
educacional estdo vivendo um momento de constante adaptagéao.
Este movimento traz a tona a discussao sobre o papel dos alunos
no processo de ensino.

De acordo com o educador Paulo Freire (2015), um dos
maiores problemas da educacgao é o fato dos alunos nao serem
incentivados para um pensamento independente. Para amenizar
essa situacao, o professor deve proporcionar um ambiente em
que o aluno possa refletir e reconhecer seus ideais, expressando
seus pontos de vista e opinides. Tudo isso € importante para
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que os estudantes possam aprender diversas maneiras de ver
determinadas situagdes.

O método ativo € um conceito educacional que pode
estimular o processo de ensino critico e reflexivo, em que os alunos
tém papel ativo e responsabilidade por sua prépria aprendizagem.

“O ideal da educacédo nao é aprender ao maximo,
maximizar os resultados, mas é antes de tudo
aprender a aprender, € aprender a se desenvolver
e aprender a continuar a se desenvolver depois da
escola.” (PIAGET, 1977, p. 225)

Assim, as metodologias ativas enfatizam o papel
protagonista do aluno, seu envolvimento direto, participativo
e reflexivo em todas as etapas do processo, experimentando,
desenhando, criando, sob a orientagédo do professor.

O intuito desta metodologia é permitir que o aluno possa
ser mais participativo no seu processo de aprendizagem. Ao utilizar
métodos que estimulem a interacdo entre professor e aluno, bem
como por meio de materiais e recursos didaticos, o estudante
desenvolve a autonomia no processo de aprendizagem e tem
um conhecimento significativo, sendo que nao aprendera pela
experiéncia do professor, e sim pela sua propria vivéncia.

Nesta metodologia é importante investir em aplicar os
conteudos de forma em que se atraia a atencado do aluno e ele
possa relacionar-se com os colegas e com o professor. O professor
consegue despertar a curiosidade no estudante quando se
apresenta o conteudo a ser estudado, ele usa das experiéncias
vividas pelos discentes para comecar a explicacao, desta forma se
consegue uma comunicagao maior com os estudantes.

Segundo Moran (2015, p.17) as metodologias precisam
acompanhar os objetivos pretendidos. Se o intuito € o aluno ser
proativo, precisam-se adotar metodologias em que o envolva
em atividades cada vez mais dificeis, em que tenham que tomar
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decisdes e avaliar os resultados, com apoio de materiais didaticos
necessarios. Caso o intuito seja estimular a criatividade do aluno,
€ imprescindivel utilizar métodos que possibilitem ao estudante
colocar sua imaginagdo em acgdo. Educar com as metodologias
ativas é levar o discente ao apice da aprendizagem.

3 Ensino-Aprendizagem na Metodologia Ativa

No ensino com a metodologia ativa, o intuito é que o
estudante busque seu préprio conhecimento, desta forma ha
métodos para que possa tornar esse discente ativo em seu ensino-
aprendizagem.

Iremos apresentar algumas praticas de ensino-
aprendizagem para a aplicagao dentro de sala de aula.

| - APRENDIZAGEM BASEADA EM PROBLEMAS

Tem como propésito fazer com que os estudantes aprendam
através da resolucao de problemas. Essa forma de aprendizagem
incentiva a habilidade de investigar, refletir e criar solugdes para
situacoes problemas dentro do tema a ser abordado e ao explorar
essas solugdes pode-se utilizar de inumeras ferramentas e
tecnologias.

Figura 1 - Esquema aprendizagem baseada em problemas
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Fonte: VIEIRA, Marta; PANUNCIO-PINTO, Maria. 2015.

'.‘.

Revista Matematica e Educacao, (1) (11): 36-61, 2021 41



Uni-FACEF - Centro Universitario Municipal de Franca

Nesta pratica, o professor apresenta o tema a ser
trabalhado em forma de um problema, coloca os estudantes em
uma discussao para ver o que eles ja conhecem, é valorizado o
conhecimento prévio do aluno, esta discussao € fomentada por
questionamentos do docente sobre o0 assunto.

Em um segundo momento o estudante é estimulado
a ir pesquisar sobre o tema e trazer para sala de aula novas
informacdes, neste momento pode-se usar da tecnologia a favor
do professor na sala de aula. Apds a pesquisa, com o estudante
tendo mais informagdes, o professor que atua como mediador,
comecga com questionamentos mais intrigantes para fazer com que
o aluno chegue ao apice do seu conhecimento e traga a resolucao
do problema proposto.

No final, o professor traz um feedback para os discentes
sobre o que eles aprenderam e acrescenta mais conhecimento,
caso os estudantes nao tenham chegado no objetivo esperado para
aquela resolugao de problemas.

Il - APRENDIZAGEM BASEADA EM PROJETOS

Figura 2 - Esquema aprendizagem baseada em projetos

Fonte: Aprender por projetos com a biblioteca escolar, 2021
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Diferente da aprendizagem baseada em problemas,
que foca na parte tedrica do problema, a aprendizagem baseada
em projetos permite que os alunos coloquem a “mao na massa”,
realizando projetos para a resolu¢céo do problema proposto. Nesta
pratica permite que o aluno adquira conhecimento através do
trabalho em grupo, desenvolva sua lideranga, cooperativismo,
senso critico e um perfil investigativo. Para a realizacao do projeto,
o estudante podera usar das ferramentas que achar necessarias
para a resolucao do problema.

O professor que atua como mediador nessa aprendizagem,
tem a responsabilidade de dar feedbacks para que o discente nao
saia do objetivo principal daquela aula. O docente nao pode dar
a resolucado do problema, contudo pode ir dando direcionamento
para os estudantes. Nao se pode esquecer que esses projetos s&o
sempre fundamentados em conteudo que estdo sendo trabalhados
com os alunos e no objetivo que o professor tenha para aquela
aula.

Il - GAMIFICACAO
Figura 3 - Esquema gamificagdo na sala de aula

valuntariedools

Feadbacks

Fonte: SILVA, Joao Batista da, 2019.
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Gamificacao pode ser definida como o uso de elementos ou
técnicas de design de jogo em contextos diferentes do ambiente da
sala de aula. Na verdade, visa definir e aplicar os aspectos de uma
situagcao ou problema, levando os estudantes a usar estratégias e
técnicas para um objetivo comum.

Essa pratica aproveita os desejos naturais que todos nos
temos e que sao estimulados durante o jogo. A questédo € que, na
busca pela vitéria e pelo sucesso, o aluno trabalha com competicéo,
conquista, plenitude, status, cooperagcao, sensacbes amplamente
exploradas pelos jogos.

Nesse sentido, estratégia de utilizacdo de elementos do
jogo também tem sido explorada na educagdo com o objetivo de
melhorar o processo de aprendizagem.

IV. SALA DE AULA INVERTIDA

Se namodalidade tradicional, o professor da aula expositiva
explica o livro didatico no quadro para que os alunos fagam os
deveres sozinhos, entdo na sala de aula invertida temos a inversao
dessa logica. Primeiro, os alunos antes e depois da aula estudam
0s conceitos basicos com a turma, discutem os conhecimentos
adquiridos e tiram suas eventuais duvidas e revisam o conteudo
com orientacao do professor.

Nesse modelo, o discente tem acesso ao conteldo
antes de estar em sala de aula, para que o tempo seja otimizado,
fazendo com que tenham um conhecimento prévio do assunto a
ser estudado e discutam com os outros alunos para resolverem o0s
problemas e realizarem projetos. Isso faz com que os alunos se
interessem mais pela aula e participem de forma eficaz. Para José
Moran (2018), esse método é fundamental para abrir a escola ao
mundo e ao mesmo tempo trazer o mundo para escola.
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Figura 4 - Como funciona a sala de aula invertida

Fonte: GOOGLE - Edtech, 2021

V. APRENDIZAGEM ENTRE PARES OU TIMES

Figura 5 - Etapas da aprendizagem entre pares ou times

Fonte: OLIVEIRA, 2018

Como o nome ja sugere, € uma aprendizagem entre
colegas e equipes. Tem por finalidade a formagéo de equipes para
compartilhar ideias. Pode-se trabalhar com um estudo de caso,
no qual os alunos resolvam os desafios de forma colaborativa,
aprendendo uns com os outros, empenhando em discussoes e
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reflexdes entre os grupos, e desta forma comegam a refletir sobre o
assunto proposto de uma maneira diferente, de forma critica.

Afinal, com a ajuda mutua, é possivel aprender e ensinar
ao mesmo tempo a formar o pensamento critico, que se firma por
meio de discussodes solidas e levando em consideragao diferentes
opinides.

VI. PROBLEMATIZACAO

Figura 6 - Esquema problematizacao

.___'__,.'p-l- e _\_\-"'H-..

el sihacones

EXpIGraTas s 0 n] 1 =TTa
= - Fatire

Detorminatos maiones

REALIDADE

Fonte: Revista da Escola Adventista, 2017.

A problematizagao, em primeiro lugar, incentiva os alunos a
observarem arealidade de forma critica, para que possam relacionar
o dia a dia com a matéria em estudo. Esta observagao mais focada
permitira que os alunos percebam aspectos interessantes para si.
Com base em conhecimentos prévios, alunos e professores serao
capazes de compreender e analisar os problemas reais.

Isto € uma concepcéao do ato do conhecimento através da
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investigacao direta da realidade, que é dividido em cinco passos:
observacgao da realidade social, encontrar os pontos-chave fazendo
os alunos refletirem sobre possiveis causas da existéncia daquele
problema de estudo, a teorizagdo com a busca de informacgdes sobre
0 assunto ou problema escolhido, depois de ter o conhecimento do
assunto a ser trabalhado em forma de problema, o grupo levanta
hipéteses para soluciona-lo dentro do nivel de complexidade atual
e toma decisdes quanto ao plano de ag&o para intervir na realidade
e por ultimo a aplicacao das decisdes na realidade.

4 O ensino da matemaéatica por meio da Metodologia Ativa

Os conteudos matematicos sdo, na maioria das vezes,
considerados complicados pelos estudantes, que € um dos motivos
para o desagrado com a disciplina. Mesmo nao conhecendo, 0s
alunos apresentam alguma resisténcia a ela, por conta de crengas
e costumes sociais e culturais. Impedindo-os de perceber que a
matematica € uma parte indispensavel de suas vidas.

A forma tradicional do conteiudo ser ensinado conduz
a essa concepgao errbnea adotada sobre a matematica. Muitos
consideram que a matematica é exata e s6 pode ser ensinada e
realizada de uma forma, mas nido é exatamente assim, podemos
ensina-la de forma descontraida e divertida, sempre sendo
contextualizada e colocada na realidade do estudante.

“Pesquisas recentes afirmam que, em todos os
niveis, os estudantes devem aprender a se comunicar
matematicamente, que os professores devem estimular
0 espirito de questionamento e levar os seus alunos a
pensar a comunicar ideias.” (SMOLE, 2008, p.112).

E de suma importancia encontrar métodos diferentes dos
usuais, que possam inspirar e motivar os estudantes a resolver tais
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problemas e conectar a matematica as situagdes cotidianas para
promover a compreensao dos enunciados. As aulas de matematica
também sao importantes para a formagao académica e profissional
dos alunos, nesse sentido, ndo é s6 praticar a memorizacao de
formulas, mas estimular os alunos a questionarem o porqué dos
resultados obtidos e se estdo corretos.

Assim, iremos apresentar, dois conteudos matematicos
utilizando a metodologia ativa, para que fique evidenciado que nao
€ necessario a complexidade para aplicagdo da metodologia ativa
no ensino da matematica. Apesar de aplicarmos nesse artigo a
metodologia ativa apenas em dois conteudos, é possivel aplicacdo
desta em todos os conteudos matematicos.

4.1 Aplicando a aprendizagem baseada em problemas (PBL)

A aprendizagem baseada em problemas, conforme ja
apresentamos, é fundamentada nos conceitos do fildsofo John
Dewey e do psicologo Jerome Seymour. O primeiro afirmava que
a educacdo € alicergada nas experiéncias que os estudantes
adquirem ao longo de sua vida, que seu aprendizado n&o vem
apenas pela memorizacdo do conteudo, mas sim do realizar.
Seymour, por sua vez, afirmava que a educagao deve colocar os
discentes em contato com os problemas e incentiva-los, através da
interagdo com os colegas, a solucionar estes problemas.

Trabalhando com ABP fazemos com que os estudantes
se tornem autdbnomos, aumenta-se o senso de responsabilidade
e desenvolve-se a capacidade do trabalho com os colegas. E sao
essas habilidades que esperamos dos estudantes na aula que
preparamos para ensinar Probabilidade e Estatica para alunos do
8° Ano. Segue abaixo, o plano de aula preparado para o ensino de
Probabilidade e Estatistica usando a Aprendizagem baseada em
problemas.
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Quadro 1 - Plano de aula: Probabilidade e Estatistica

Turma, 1% EM B ! MANHA,

Tema: FROBABILIDADE E ESTATISTICA

OBJETIVOS: O objetvo desea sula & mostrar pare o estudante que a
FROBABILIDADE E A ESTATISTICA est8o em gquesties cotdianas e
mierpratar informacies formecidas por inkermadio de diferenfes lingusigens,
com a finalidade d& calcular & associar um valor de probabilidade a uma
situacio-problema,

DURACAL: 2 AULAS DUPLAS (4 AULAS)

COMPETENCIAS E HABILIDADES:

(EM1GMATI0E) ldentificar sduapbes da vida codidiana nas guas se@
macasadrio fazer ascolhas levando-s2 em conta of rigcos probabiliatcos (usar
este ou aguale meodo confraceplive, oplar por um ratamento méden em
dafrimanto de oubro ate.)

(EM13MAT310) Resolver & elsborer problamsas de contegem envolwendo
agupamentes ordendvess ou ndo de slementod, por mesn deds prnciplos
mulbighicatve & aditive, mecomendo a estrategias diversas, comd o diagrama
de arvore.

RECURSOS DIDATICOS:

= Conhecrments prévio de probablidade e estatlstice

+ Situacdds problema
+ Materal pesquisado preaviamenie palos alunos

REFERENGIAS: hitps:/efape aducacac.sp.gov_bricumculopaulistaiwp-
contentupdosdalsibea 202006/ CURR %A% ADCULO%20PALILISTAN 20xla
paledDEnsina 2003 %A 0dio, pdi

Fonte: Elaborado pelas autoras

Na primeira aula, sera explicado para os estudantes como
irdo funcionar as aulas seguintes, que nosso intuito ndo é dar uma
aula expositiva sobre o tema, mas sim fazer com que eles explorem
os conhecimentos ja adquiridos no passar dos anos. O nosso papel
como professor é a todo momento incentivar o uso do conhecimento
prévio de nossos estudantes e é dessa forma que sera mostrado
como as demais aulas irdo funcionar.

Ap0ds a explicagao, sera solicitado aos alunos para que se
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separem em grupos de 10 a 12 pessoas (se possivel, fazer com
que os grupos tenham a mesma quantidade de integrantes) e cada
grupo ira escolher um Coordenador, o papel desse coordenador
é orientar o grupo, fazer com que todos tenham oportunidade de
expressar seu ponto de vista. Tera que ser escolhido pelo grupo
também um Relator, que ira representar toda a sua equipe na hora
de apresentar as ideias obtidas através das discussdes para os
outros grupos e para o professor.

Em seguida, acontecera a apresentacédo do seguinte
problema para que os mesmos, através de seus conhecimentos
prévios e pesquisas, consigam soluciona-lo:

A SORTE!

Arthur e quatro amigos gostavam de jogos de apostas.
Todos os finais de semana iam a mesma casa de apostas da
cidade em que moravam. Numa certa noite decidiram levar a
mesma quantidade de dinheiro para apostar.

Cada um deles com R$ 500,00, fizeram as seguintes
opcbes: Arthur: 250 cartelas com 6 numeros escolhidos;
Bruno: 41 cartelas com 7 numeros escolhidos e 4 cartelas
com 6 numeros escolhidos; Caio: 12 cartelas com 8 niumeros
escolhidos e 10 cartelas com 6 numeros escolhidos; 1 Douglas:
4 cartelas com 9 niumeros escolhidos; Eduardo: 2 cartelas com
10 numeros escolhidos.

Como ja era de costume ir naquela casa de apostas,
todos ja conheciam as regras de apostas do lugar. Que eram
as seguintes:

Numa cartela com 60 numeros disponiveis, um
apostador escolhe de 6 a 10 numeros. Dentre os numeros
disponiveis, serdo sorteados apenas 6. O apostador sera
premiado caso os 6 nUmeros sorteados estejam entre 0s
numeros escolhidos por ele numa mesma cartela. O quadro
apresenta o preco de cada cartela, de acordo com a quantidade
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de nimeros escolhidos.

oSumidde o nameros | Proco da cartela R
, 6 ' 200 |
] ' 12.00
i 40,00 |
[ 9 125,00 |
10 250,00

Antes mesmo de sair os resultados da premiacdo,
decidiram verificar quais seriam os dois apostadores com
maiores probabilidades de serem premiados.

ApOs a apresentagao do problema, sera realizado a leitura
em conjunto com toda a sala e entdo comecarao as etapas do PBL.
Em um primeiro momento os grupos irao verificar se ha no texto
apresentado algo que eles ndo conhegcam, caso tenha, 0 nosso
papel como tutor ndo é dar a resposta, mas sim fazer perguntas
que fagcam com que os estudantes consigam chegar ao resultado.
Caso nao tenha, ja podem ir para a segunda etapa que é analisar
pontos chaves e o intuito central do texto, ou seja, eles terdo que
averiguar o que o texto da de informagdes que podera ajuda-los a
solucionar o problema proposto.

Com os pontos chaves, agora serarealizada uma discussao
com todos os grupos sobre como se podera decifrar o problema
com todo o conhecimento que eles ja tém sobre o assunto. Nesse
momento é importante, o professor/tutor explicar que nessa parte
da aula nao sera permitido o uso de celulares ou materiais para
auxilia-los na discussao, sera permitido apenas o conhecimento
deles, o que ja aprenderam ao longo dos anos. E nesse momento
que ocorre o Brain Storm (Tempestade de Conhecimentos) e nés
como tutores conseguimos verificar o que os estudantes ja sabem e
poderemos ir instigando-os a ir mais fundo em seus saberes e assim
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fazer com que atinjam o objetivo geral da aula, que é identificar
valores de probabilidades em situagdes-problemas

Essas serdo as duas primeiras aulas, no final sera solicitado
aos estudantes buscarem mais conhecimento sobre o assunto,
sobre como poderéao resolver o problema proposto. A tarefa deles
sera buscar e trazer fontes e materiais que os ajudem na préxima
aula para apresentar ao restante da turma.

As préximas duas aulas consistirdo na apresentagcado dos
grupos sobre o que pesquisaram para a resolu¢ao do problema e
irdo formular hipoteses mais concretas. Agora, nessas aulas, nos
como tutores iremos de forma sutil fazer com que essa discussao
consiga chegar nos objetivos especificos esperados, lembrando
que nao sera apresentado para os estudantes quais objetivos sao
esperados nessas aulas e ndo serdo dadas respostas prontas, mas
serdo estimulados a chegarem nesses objetivos sozinhos.

Ao final das discussbes, os estudantes comecardao a
montar formas para descobrir qual a probabilidade dos amigos
a ganharem. E importante mostrar a eles que n&o existe apenas
uma forma de solucionar o problema e que eles podem resolver da
forma que acharem mais coerente com todas as discussbées que
tiveram com os grupos, isso sera realizado em primeiro momento
nos grupos e depois de cada grupo ter entrado em consenso sobre
uma solucgao, irdo apresentar para os grupos e o tutor ira marcar
tudo na lousa, para que no final, com todas as solugdes propostas,
eles cheguem na resolugéo do problema, desvendando quais serao
0s amigos com mais possibilidades de ganhar a aposta.

Apos a resolugao do problema proposto, nds iremos dar
o feedback para cada grupo, colocando os pontos positivos e
negativos, dizendo o que eles poderiam ter explorado mais. Nesse
ponto, é importante falar sobre o desenvolvimento individual de
cada integrante, jamais o comparando com outro colega, mas sim
com ele mesmo no decorrer das aulas, mostrando o que ele pode
melhorar € o que explorou de forma correta.
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Lembrando que estamos em uma metodologia ativa,

noés sempre iremos incentivar nossos estudantes a melhorarem,

encorajando-0s a sempre expor as suas opinides, como diz Rubem

Alves (2012) nés iremos conduzir nossos alunos a procurar suas

proprias trilhas e é assim que devemos encerrar a sessao tutorial,
apontando as qualidades e fazendo criticas construtivas de forma

sutil.

Para que se consiga realizar a avaliacdo do aluno da

melhor forma, indicamos esse quadro que dara para avaliar o

estudante em cada momento da sessao tutorial.

Figura 7 - Modelo de Avaliacao do Aluno

AL} FASK DR LTS 1 e

A AR LTSRN 11 Fo—

o o e ¥ H

FR] LE (7] |

Fonte: Elaborado por docentes Uni-FACEF

Figura 8 - Habilidades e Competéncias a serem avaliadas

1, ABERTURA
DSCUSSAD DO PROBLEMA
EZPERA-SE QUE O ESTUDANTE
1.1. Identifigue, explore & busque
oomrslacionar os dados dos
blemas

RE
ESPERA-SE QUE O ESTUDANTE:

2. FECHAMENTO
SOLUGAD DO PROBLEMA

21, Demonstre estudo condirenis
com os objetivos proposios

1.2 Farmide & anpliqus hipoteses
oomelacionados a0 problama

1.3. Participe & colabore com o grupa
e forma sdegquada

232 Exponha o conhecimenbo de
forma sintétice & didatica

23 Complemenis, asclareca

dirvidas, corrija informactes

irazidas pelos pares de Tarma

conairutive

Fonte: Elaborado por docentes Uni-FACEF
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4.2 Aplicando a aprendizagem entre pares ou times

A aprendizagem entre pares ou times, conforme ja
apresentamos, como o préprio nome revela, se trata da formacao
de equipes dentro de determinada turma para que o aprendizado
seja feito em conjunto e haja compartilhamento de ideias.

Seja em estudos de caso ou projetos, os alunos tendem a
resolver desafios e trabalhar juntos, o que é muito util para encontrar
conhecimento. Afinal, com a ajuda mutua, é possivel aprender e
ensinar ao mesmo tempo, formando um pensamento critico, que se
firma por meio de discussdes solidas e levando em consideracao
diferengas de opinido.

Para utilizar esse modelo de aprendizagem, pensamos
na criacdo de projetos e/ou criacdo de jogos na Plataforma
‘Scratch”, para utilizagdo de conceitos como o plano cartesiano e as
coordenadas geométricas para alunos do 2° ano do Ensino Médio.
Segue abaixo, o plano de aula preparado para o ensino de Plano
cartesiano usando a aprendizagem baseada entre pares e time.

Quadro 2 - Plano de Aula: Plano Cartesiano

Turma: 7 & / MANHA

Tema: CARACTERISTICAS DO PLAND CARTESIAND, LOCALIZACAD DE
CODRDEMADAS MNOS QUADRANTES DD PLAND CARTESIAMD
UTILIZANMDO RECURS0S TECNOLOGICOS

Objetivos:

# Introduzir o estudantes no campo de conhecimento da fecnodogis,
aplicando conceitcs basicos de infoematica para criagBo de um
projets &M pequenos grupos ulilizande of conceios de plano
Gartesaans & codrdenadas geograficas

Duragdo: 2 AULAS DUPLAS (4 ALLAS)
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Competéncias @ Habilidadas:

([EFO7MA1D) Realizar ransformaces de poligonos representados no plano
cartesiang, decormentes da mullipicacio das coordenadas de seus vinices
pOr um miEmens intein,

(EFOTMAZDY Reconhecer & represantas, no plano carteslano, o simélrco de
figuras em relagdo ao0s eixos e & origem

Recursos didaticos:
» Conhedmentos bisicos no Seratch
= Computador com comexdio oom inbenmsst

= Material pesqesado previamente psios alunos para realizagdo do
projato,

Referénciag:

hetpibasenacionalcormum. mas goy, brimages@BMCC_El_EF_110518_wearsao
fiver_gsite pdf

Fonte: Elaborado pelas autoras

Inicialmente, sera explicado ao aluno como ira ocorrer
as préximas aulas, a nossa intencao é levar o aluno a explorar os
conhecimentos que ja adquiriu ao longo dos anos. Nosso papel
como professor & sempre incentivar os estudantes, para que possam
chegar as aulas mais confiantes em relagéo ao tema proposto.

Logo em seguida, os alunos serao separados em pares ou
grupos de até trés pessoas, para as orientacées que deverdo ser
seguidas para a criagdo dos projetos na Plataforma Scrach e para
refletirem sobre as primeiras ideias do projeto do grupo.

Assim, serdao dadas as seguintes orientacées para que
0s mesmos, através de seus conhecimentos prévios e pesquisas,
consigam criar seus projetos:
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O PROJETO:

* Todos os projetos sdo de concepcgdo livre (aberta)
de acordo com as ideias de cada grupo.

e O grupo devera criar um jogo na plataforma
que utilize o sistema de posicionamento e
movimentac¢&o no Scratch.

e Utilizaroscomandosdedirecdo paramovimentagéao
do “ator”.

Figura 9 — Software Scratch

Fonte:SCRATCH, 2021

Para dar inicio aos projetos, o ideal é ensinar e relembrar
0s principais conceitos do Scratch, assim como mostrar alguns
exemplos de criagdes, paraque os alunos se inspirem e desenvolvam
seus planejamentos. Além disso, é importante explorar como
funciona o sistema de movimentacdo dos personagens na tela,
pois essa € a ferramenta comumente utilizada no programa e
ferramentas como as de controle, que sdo sempre muito usadas.

Apos a apresentagdo da plataforma, é preciso reservar
alguns minutos da aula para fazer os alunos de fato refletirem sobre
0 projeto. Apesar de orienta-los em varios momentos de aulas
anteriores a pensarem no projeto, sugira que cada um pegue uma
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folha de papel e respondam as seguintes perguntas: Até agora,
qgual foi o projeto Scratch que mais despertou meu interesse?
Consegue pensar em trés ideias para algo em que possa
trabalhar? E quais sdo essas ideias?

Figura 10 - Interface do software Scratch

aaﬁgg’ﬂ'ﬁﬁ g

= __- 6o

Fonte: Produzida pelas autoras

Assim, nas proximas aulas, partirdo para o desenvolvimento
de suas ideias e projetos, os alunos serdo levados a sala de
informatica para a utilizagdo dos computadores e para terem
acesso a plataforma. Agora, nessas proximas aulas, nés como
tutores iremos auxiliar de forma sutil, para fazer com que os alunos
criem bons projetos e utilizem os conceitos de plano cartesiano e as
coordenadas geométricas, sempre os estimulando para chegarem
aos objetivos e aprenderem a cada vez mais com 0 grupo e suas
experiéncias.

No término da criagcdo, os grupos devem apresentar a
turma suas criagdes e explica-la. Desta forma, cada grupo recebera
o feedback colocando pontos positivos e negativos, dizendo o que
poderia ter explorado mais na plataforma. Neste ponto € importante
falar sobre o desenvolvimento individual e da equipe como um todo.
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Sempre apontando as qualidades e fazendo criticas construtivas,
para que os alunos possam crescer no aprendizado das aulas.

Na avaliacao do aluno, a melhor forma é pedir que cada
um faga uma autoavaliacao de desenvolvimento e participagao no
projeto. Logo em seguida, pedir que cada componente do grupo
também faga uma avaliagéo construtiva de seu colega de trabalho.
Assim, os alunos aprendem a oferecer e receber comentarios
construtivos que aprimoram seus aprendizados em equipe.

5 Consideragodes finais

A matematica infelizmente é considerada, ha anos, como
uma matéria complexa e rigida, por conta de alguns professores
ainda usarem a metodologia tradicional para aplicar seus conteudos.
E por esse motivo, é indispensavel transformar a matematica em
algo aprazivel, fazer com que o aluno tenha confianca na sua
capacidade, entenda que tudo a sua volta envolve a matematica
aprendendo nao por obrigagdo, mas de forma prazerosa. A
metodologia ativa é isso, colocar o estudante como protagonista do
seu aprendizado, fazer com que ele tenha autonomia, se torne um
ser critico, que nao ande pelos caminhos de um autor ou professor,
mas que forme suas proprias trilhas através da sua busca pelo
conhecimento.

Os métodos de ensino devem seguir esse objetivo de levar
ao aluno uma educacao mais prazerosa, para que os alunos se
motivem e se envolvam com entusiasmo em todas as atividades
com niveis de dificuldades diferentes. Hoje em dia, se tornou
mais proeminente uma educacéo transformadora, temos jovens
que sao nativos digitais, que estdo sempre em contato com muito
mais tecnologia e informagéo. Entao, educar os alunos de maneira
positiva e criativa permitira que eles atinjam o apice do aprendizado.

Desta forma, neste artigo foram apresentados conteudos
matematicos utilizando a metodologia ativa, ficando evidente que
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nao € necessario complexidade para aplicagédo desta metodologia
no ensino da matematica. Além disso, é possivel ver a importancia
de envolver os alunos, principalmente por meio de incentivos
e desafios. Ademais, o impacto da aprendizagem nao é pelas
experiéncias do professor, e sim por sua propria vivéncia.

Pode-se refletir entdo, que realizar uma pratica pedagogica
baseada em metodologias ativas no ensino de um conteudo
transforma a qualidade e a eficacia do aprendizado. As estratégias
de ensino-aprendizagem da metodologia ativa sado facilitadoras de
uma aprendizagem significativa, desenvolvendo entre os alunos
a capacidade de realizar sua prépria aprendizagem de forma
independente. O fato dos alunos se tornarem participantes do
processo de aprendizagem mostra que se aprende muito a partir
da realidade.

Sabendodetodo esse beneficio que ametodologiaativatraz
para o aluno, temos o intuito de tornar esse artigo um trabalho para
ser aplicado em sala de aula de uma escola estadual, considerando
os modelos de aulas propostos. Assim, poder perceber na pratica
a qualidade e eficacia da metodologia que coloca o estudante no
centro do processo de aprendizagem.
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1 Introducéo

Os professores da Educagdo de Jovens e Adultos-EJA,
devido ao curto tempo dessa modalidade de ensino, normalmente
se prendem ao ensino tradicional e dificiimente conseguem
ministrar todo o contetdo presente na grade curricular. Surge dai a
grande dificuldade da maioria dos docentes da area, um curriculo
extenso a ser cumprido e pouco tempo para as aulas. Diante disso,
propds-se para esse trabalho atividades ludicas como estratégia de
ensino, visando estimular o processo cognitivo, o raciocinio légico
e interesse pela matematica, desmistificando assim, o que muitos
tem preestabelecido, que a matematica é dificil de ser aprendida.

Segundo Lehr (1999, p. 8) “ndo é somente importante
acrescentar anos a vida, mas também acrescentar vida aos anos”.
O desenvolvimento do raciocinio l6gico e os processos cognitivos
fazem parte do processo de ensino aprendizagem, defende-se
seus beneficios recorrendo a teoria da aprendizagem significativa
de David Ausubel e descreve-se também o embasamento tedrico
utilizado para realizacéo deste trabalho.

Os processos cognitivos tem ligagao direta com o processo

62 Revista Matematica e Educacgdao, (1) (11): 62-98, 2021



Uni-FACEF - Centro Universitario Municipal de Franca

de ensino aprendizagem, Moreira e Masini (2011) afirmam que:

“Cognicao é o processo no qual o mundo de significados
tem origem. A medida que o ser se situa no mundo,
estabelece relagdes de significacdo, isto é, atribui
significados a realidade em que se encontra. Esses
significados ndo s&o entidades estaticas, mas pontos de
partida para atribuigcdo de outros significados. Tem origem
entdo, a estrutura cognitiva (os primeiros significados),
constituindo-se nos “pontos basicos de ancoragem” dos
quais derivam outros significados (MOREIRA e MASINI,
2011, p.13).

Para explorar os pontos basicos de ancoragem dos quais
derivam outros significados, recorre-se a teoria da aprendizagem
significativa de David Ausubel, que defende a importancia dos
conhecimentos prévios dos alunos, chamados também de
“subsuncores”. Acredita-se, portanto, que quando se estimula
0 raciocinio logico por meio de atividades ludicas e que traz
significados a vida real, o aluno relaciona esse novo conteudo ao
que ele ja tem armazenado, seja da origem que for transmitido pela
familia, aprendido no meio social, na escola ou no trabalho, e, entao,
é capaz de, gerando significado, visualizar a aplicagdo do conteudo
no cotidiano, é quando ocorre a aprendizagem significativa.

Ressalta-se aqui, o objetivo desse trabalho que é propiciar
aos alunos da EJA, um espaco educativo diferenciado, que
valorize suas experiéncias e seus saberes, pois se sabe o quanto é
importante para esse publico o processo de conhecimento que os
aprova, como defende Shotter:

Todo processo de construgcdo de conhecimento,
marcadamente o do adulto, aluno da EJA, é permeado
por suas vivéncias, cuja lembranca é mobilizada em
determinados momentos das interagdes de ensino-
aprendizagem escolar, ndo porque se refiram a fatos
de interesse exclusivamente pessoal, mas porque sao
justamente lembrangas que se encaixam no marco
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aportado por nossas instituigdes sociais — aquelas em
que temos sido socializados — caso contrario, ndo se
recordariam (SHOTTER, 1990, p. 148).

Por isso, buscou-se no primeiro dia de contato com os
discentes, por meio de didlogos e do questionario, adentrar a
histéria de cada um, perguntando sobre a profissdo e o que os
motivou a voltarem a estudar.

O método de ensino atividades Iudicas é baseado em
autores como Sneyders (1996), Libaneo (1990), Kishimoto (2000)
entre outros que defendem o uso dessas atividades, bem como
jogos como uma forma eficaz de se ensinar.

A palavra ludico é de origem latina “ludus” e significa
‘jogo”. Porém, o seu significado nao fica restrito apenas a essa
atividade, ele é bem mais amplo, remete-se a jogos, brinquedos e
divertimentos.

Atividades ludicas como método de ensino sao de primordial
importancia, pois como diz Sneyders (1996, p.36) “educar € ir em
direcdo a alegria”, e através do ludico se aprende com muito mais
motivacao e prazer. Muitas vezes, essa forma de ensinar é criticada
por ter conhecimento superficial, mas como afirma Almeida (1998,
p.13):

A educacao ludica esta distante da concepgéo ingénua
de passatempo, brincadeira vulgar, diversao superficial.
Ela é uma agéo inerente na crianga, no adolescente, no
jovem e no adulto e aparece sempre como uma forma
transacional em diregdo a algum conhecimento, que
se redefine na elaboragdo constante do pensamento
individual em permutagdes com o pensamento coletivo.

Definir a palavra jogo nao é tao simples, pois a mesma
varia dependendo da forma de seu contexto, podendo se referir a
diversas formas e tipos, como jogos politicos, xadrez, amarelinha,
adivinhas, entre outros (KISHIMOTO, 2001).
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Segundo Libanio (1998), desenvolvimento do ensino
matematico escolar, em seu contexto historico toma formas
diferenciadas dependendo da concepgido pedagdgica de cada
docente, pois quando se propde um jogo, deve-se ter em mente qual
€ o objetivo especifico a alcancgar. Definir o objetivo € importante,
pois por meio dele além do aprendizado pode desenvolver novas
maneiras e atitudes, respeitar regras e o outro, ndo s6 como um
adversario, mas como uma forma de trabalhar em equipe, e assim
melhorar o comportamento social, aprender saber ganhar e perder.

Como menciona Borin (1996, p.9), o jogo retira o aluno da
passividade e gera atitudes positivas frente ao conteudo matematico
estudado;

Dentro da situagdo de jogo, onde € impossivel uma
atitude passiva e a motivagao é grande, notamos que, ao
mesmo tempo em que estes alunos falam matematica,
apresentam também um melhor desempenho e atitudes
mais positivas frente a seus processos de aprendizagem.
(BORIN,1996, p.9)

Ojogo pode ser utilizado para introduzir o assunto estudado,
como forma de aprofundamento ou conclusdo. De acordo com os
parametros nacionais curriculares:

Os jogos constituem uma forma interessante de propor
problemas, pois permitem que estes sejam apresentados
de modo atrativo e favorecem a criatividade na elaboragéo
de estratégias de resolugéo e busca de solugdes. Propiciam
a simulacédo de situagdes-problema que exigem solugdes
vivas e imediatas, o que estimula o planejamento das
agoes; possibilitam a construgdo de uma atitude positiva
perante os erros, uma vez que as situagdes se sucedem
rapidamente e podem ser corrigidas de forma natural, no
decorrer da agéo, sem deixar marcas negativas. (PCN do
Ensino Fundamental - MEC, 1998, p.46)
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Devido a todos esses fatos, define-se que essa seria a
metodologia usada para a aplicagao das oficinas de matematica
deste trabalho, atividades ludicas e jogos. Mas como saber se o
método escolhido é eficaz? Segundo Tahan (1968) é necessario
que o jogo, para atingir o objetivo desejado, seja conduzido pelo
professor. Ou seja, € papel do educador auxiliar o aluno no processo
de desenvolvimento do jogo, ser o facilitador, mediante as duvidas
que forem surgindo, porém nao se pode tragar o caminho no lugar
do discente, mas sim indica-los.

Paulo Freire (2001, p.52) nos diz:

“Que ensinar ndo é transferir conhecimentos, mas criar
as possibilidades para a sua prépria produgéo ou a sua
construcdo”. O docente, além de ser facilitador também
tem a misséo de tornar a atividade instigante e motivar os
alunos, certo que o meio sempre influencia o aprendizado
sera maior a aprendizagem com a motivagao do professor.

2 Aplicacao de atividades ludicas

As atividades foram aplicadas na turma do 3° ano do
Ensino Médio, no periodo noturno, composta por 23 alunos com
faixa etaria de 19 a 62 anos. As ocupacgoes variam entre autbnomos
outros funcionarios registrados como manicure, jardineiro,
estudante, padeiro, designer de sobrancelha, Uber, coladeira,
mecanico, cozinheira, sapateiro, operador de maquina, dona de
casa, curtumeira, balconista, pedreiro, servicos gerais e revisora.

No primeiro dia, iniciou com a apresentagao dos estudantes
do Curso de Matematica a discorrerem sobre as atividades que
seriam realizadas nos trés dias e qual a finalidade destas. Foi
solicitado a cada aluno que se apresentasse dizendo qual o motivo
que o levara a voltar a estudar, o que se modificou em sua vida
pessoal e profissional e sua pretensdo ou nado de continuar os
estudos.
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Em seguida, foram aplicadas as atividades do dado
magico, soma magica e o quadrado magico, que tém o objetivo de
estimular os processos cognitivos, raciocinio l6gico, habilidade com
0s numeros, o calculo mental e o convivio social dos alunos, além
de desenvolver a percepcéao, atencdo e memoria dos mesmos.

No segundo dia, aplicou-se os seguintes truques de
adivinhacdo e quebra-cabeca: magica com moedas, fosforos e
a torre de Handi, que ajudam a desenvolver o aspecto cognitivo,
socializagdo, percepg¢ao, raciocinio loégico, plano de acao,
estratégias e desenvolvimento na resolugcéo de problemas.

Por fim, no terceiro dia para encerrar as atividades, os
alunos da EJA (Educagdo de Jovens e Adultos) participaram
da Oficina de Escher no Laboratério de Matematica no Centro
Universitario Municipal de Franca para trabalhar com isometrias
em relacao a rotacao, translacao e reflexdo deslizante das figuras
desenvolvida pelo professor de Matematica Aleff Jouni Ribeiro
formado no Uni-FACEF, para apresentar e auxiliar nas técnicas a
serem desenvolvidas. Foi muito interessante convidar os alunos
para ter contato com o ambiente universitario, propiciando-lhes
conhecer a estrutura interna da faculdade, professores e alunos.

As atividades desenvolvidas sao descritas nas préximas
secoes.

2.1 Atividade: dados magicos

“O jogo consiste em descobrir a soma das faces ocultas de quatro
dados que estao empilhados um sobre o outro”

Aplicagao

Para desvendar a magica usa-se n dados de maneira que
forme uma pilha com todos os n dados, um sobre o outro, onde se
pode observar a face somente do primeiro dado por estar na parte
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superior.

Obs: Com o numero de dados e o valor da face superior é
possivel adivinhar a soma das faces ocultas.

Iniciou a apresentag&o do jogo realizando uma adivinhagéao,
em seguida colocou na carteira de um aluno para que colocasse 0s
dados um sobre o outro da maneira como quisesse fazendo uma
pilha com quatro dados, um sobre o outro, onde se pode observar a
face somente do primeiro dado por estar exposto na parte superior.
O numero visualizado foi o cinco, com esse numero ja e possivel
saber a soma das faces ocultas, foi dado alguns minutos para o
aluno pensar e dar a resposta. Resposta correta=23

Figura 1 - Aplicagdo de dados magicos.

Fonte: Autoria propria

Dica: Asoma das duas faces opostas de um dado é sempre
“sete”, portanto bastava apenas multiplicar 7 x 4 e subtrair o valor
da face superior = 7x4-5 = 23, ao realizar com outros alunos a
atividade por ter se tornado um desafio entre os alunos descobrir “a
magica da soma dos numeros dos dados”, isto é, generalizar = 7x
numero de dados — valor da face exposta

68 Revista Matematica e Educacgdao, (1) (11): 62-98, 2021



Uni-FACEF - Centro Universitario Municipal de Franca

2.2 Atividade: Soma magica

A soma magica € uma atividade matematica, como um
desafio ou uma atividade extra, propde desenvolver o raciocinio
l6gico e matematico, pode ser realizada com quantos numeros
quiser, quanto maior a quantidade de numeros, maior a soma.
Tem o objetivo de estimular os processos cognitivos dos alunos,
raciocinio légico, habilidade com os numeros e a interagao social,
pois através dessa magica trabalha-se com os alunos a percepgéo,
atencdo e memoria.

Passo-a-passo
Convide trés alunos A, B, C

Passo 1: Pega para o aluno A escrever na lousa, um numero
qualquer com uma quantidade de digitos definidas, esse numero
nao pode terminar em 0 (zero) ou 1 (um).

Passo 2: Anota-se em um papel o resultado da soma, dobra-se o
mesmo e entregue ao aluno A para guardar até o término da soma
para conferir o resultado.

Passo 3: Em seguida pecga para o aluno B escrever outro numero
qualguer com a mesma quantidade de digitos.

Passo 4: Vocé escreve outro numero sempre com a mesma
quantidade de digitos

Passo 5: Em seguida pecga para o aluno C escrever outro numero
qualguer com a mesma quantidade de digitos.

Passo 6: Repita o Passo 4

Passo 7: Peca para qualquer aluno realizar a soma.

Passo 8: Ao término da soma solicitar para aluno A mostrar o
numero secreto escrito no papel que coincidira com o resultado da
soma. E um truque de magical!

Dica: Para encontrar o resultado da soma mentalmente, subtraia
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duas unidades do ultimo algarismo do primeiro numero escrito
na lousa pelo aluno A e acrescente o numero 2 no inicio do numero.

Aplicacéo

Escolheu-se trés alunos e pediu para cada um falar um
numero qualquer de 1 a 9, escreveu na lousa a sequéncia que foi
falado. E em seguida o resultado em uma folha e entregou para
o professor guardar até o término da soma, anotou-se a segunda
sequéncia de numeros falada pelos alunos, escreveu a terceira
sequéncia de numeros e pediu para falar aleatoriamente a quarta
sequéncia de numeros, para encerrar escreveu a quinta sequéncia
de numeros e realizou-se a soma, ao terminar de somar foi pedido
para o professor abrir o papel e conferir o resultado, os alunos
aguardavam ansiosos e verificaram que o resultado anotado no
papel era igual ao resultado da lousa.

Exemplo: Seja o numero 5486 =» subtraindo 2 = 5484 =>
acrescentando 2 no inicio do nimero =» nimero secreto 25484
Nos Passos 4 e 6 vocé preenchera com algarismos complementares
com o0 numero anterior, isto é, seja sempre 9.

Exemplo:

Aluno A =>» 5486
Aluno B = 3524
Vocé =» 6475
Aluno C = 1038
Vocé = 8961

Soma = 25484 E um truque de magica!!!
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Observacgoes:

I. Pode-se variar o numero de digitos com 0s mesmos passos.

[I. Quais sdo as mudangas na estratégia se variarmos o numero
de parcelas

2.3 Atividade: quadrado magico

Segundo Medeiros (2013) ndo se sabe ao certo, mas ha
registros do uso do quadrado magico em épocas muito antigas na
China e na india. O primeiro registro do quadrado de 9 casas (3x3),
que é o mais conhecido, foi visto em um manuscrito Arabe, no fim do
século VIl e atribuido a Apolénio de Tiana por Marcellin Berthelot.
Durante a idade Média, os quadrados magicos se tornaram muito
populares pelo seu uso em talismas e pantaculos (pantaculos séo
todos os simbolos que possuem um significado de natureza magica
ou esotérica, a palavra pantaculo, de origem grega, é composta por
pan-, que significa "tudo", e-kleo, que significa "honra", ou mesmo,
"renome"). Os talismés eram associados a Planetas que atribuiam
a eles o poder de atrair protegao astral.

Objetivo do “quadrado magico”

Este jogo tem o objetivo de contribuir no processo de ensino
aprendizagem, com o desenvolvimento de tarefas investigativas
realizadas com o quadrado magico aditivo relacionando-o com
progressao aritmética (PA). Desde os termos centrais a constantes
magicas, ou seja, houve um estudo tedrico na evolugéo historica
dos quadrados magicos, com no¢des geométricas, sequéncias
numeéricas, termos gerais de PA e a soma de seus termos.

O jogo quadrado magico pode ser uma atividade tanto de
investigagdo para o desenvolvimento do raciocinio Iégico, como
tambémumaformainstigante e desafiadora de solugcao de problemas
propostos que irdo fazer o educando se envolver tentando superar
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as dificuldades existentes. Favorece a constru¢ao do conhecimento
matematico de maneira divertida, natural e espontanea, agindo
como elemento motivador para aprender matematica.

Defini¢ao e classificagao

O quadrado magico € um tipo de tabela quadrada de
numeros em progressao aritmética, onde a soma de suas linhas,
colunas e as diagonais devem ser uma constante sempre igual.
Existem outros tipos de quadrado magico, onde cada um tem suas
particularidades e recebem algumas classificagdes como quadrado
imperfeito ou defeituoso, quadrado hipermagico e quadrado
diabdlico.

Caracteristicas de cada um:

O quadrado imperfeito ou defeituoso é aquele que
nao segue todas as regras de um quadrado magico.
Por exemplo: as somas das linhas ndo sdo iguais as
somas das colunas e diagonais.

e O quadrado hipermagico é aquele que além de
obedecer a regras basicas de um quadrado magico,
possui algumas propriedades adicionais. Por exemplo:
um quadrado magico, onde trocando suas colunas de
lugar, outro assim sera formado.

* O quadrado diabdlico é aquele quadrado hipermagico
que possui muitas propriedades a mais ou propriedades
bem mais complexas. Esse nome surgiu devido a
complexidade e dificuldade em se formar um desse.

Solucionando quadrados magicos

Os quadrados magicos constituem uma excelente
ferramenta de aprendizagem e desenvolvimento do raciocinio
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I6gico, contribuindo na formagao do senso de organizagao numeérica
em relagao a utilizacido de operacbes matematicas na busca por
resultados pré-determinados. O interessante na realizacdo desse
modelo de jogo matematico consiste na disposicao correta dos
numeros de acordo com o quadrado fornecido.

Por exemplo, ao utilizar um quadrado de ordem 3x3, tem
ao todo 9 células a serem preenchidas com os algarismos de 1 a
9, sem repeticdo. A soma dos nimeros em todas as horizontais,
verticais e diagonais devem ser iguais a 15. No quadrado 4x4, tem
16 células que deveréao ser preenchidas com os numeros de 1 a 16,
também sem repeticdo. No quadrado 4x4 a soma dos numeros na
horizontal, vertical e diagonal deve totalizar 34.

Na busca do posicionamento adequado, respeitando
a soma exigida, os alunos devem descobrir com a interferéncia
ou nao do professor, uma importante relacao entre os numeros,
denominada paridade. Essa relagao entre os numeros é responsavel
pela seguinte situacao:

A soma entre numeros pares possui como resultado
um numero par.

* A soma entre algarismos impares resulta em um
numero par.

e A soma entre um numero par e um numero impar
resulta em um ndmero impar.

Com base na paridade dos numeros, a resolugdo de um
quadrado magico se torna menos complexa, e os numeros poderao
ser reorganizados de acordo as definicées fornecidas.

2.3.1 Quadrado magico de ordem 3 x 3

Na resolugdo do quadrado 3x3, sempre somar trés
numeros buscando como resultado o nimero 15, classificado como
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impar. Portanto, a adicdo de termos se realizara mediante presenca
de pelo menos um numero impar. Os nimeros pares e impares
envolvendo o quadrado 3 x 3 sao:

Pares: 2, 4, 6, 8.

impares: 1, 3, 5, 7, 9.

Figura 2 - Quadrado magico 3x3.

|~ M
= |On | O
o |Ww |k

in
Ln
L=
n
L

Fonte: Autoria prépria

Observe que em apenas uma sequéncia 0s numeros sao
todos impares e no restante tem dois numeros pares e um impar.
Analise a situacao envolvendo como ponto de explicacao a relacao
de paridade dos numeros, isto é:

Par + impar + Par = impar
2+9+4=156+1+8=152+7+6=154+3+8=15
impar + impar + impar = impar

9+5+1=15

2.3. Quadrado magico de origem 4x4

Na resolugdo do quadrado magico de ordem 4 x 4, uma
possivel disposicao entre os numeros sera:
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Figura 3 - Quadrado magico de ordem 4 x 4
w | | m| % | W |
w |1 (14[15]| 4 | =
12|76 |9
« | 8|11|10| 5 | =
13| 2 | 3 |16 =

L 34 34 14 34 34

x

o

Fonte: Autoria prépria

Observe que a soma envolveu dois nimeros pares e dois
numeros impares.
Par + Par = Par e impar + impar = Par, entéo:
impar + impar + Par + Par — Par + Par — Par

No primeiro quadrado magico de ordem 3 x 3 identifica
que nos termos de 1 a9 ou seja (1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9) existe uma
constante positiva entre eles, onde para reconhecer ter que subtrair
do segundo para o primeiro do terceiro para o segundo e assim
sucessivamenteouseja:2—-1=10ou3-2=10u4-3=1eassim
pode observar que existe uma constante positiva, onde 1 € maior
que 0.

Aplicagao

Ao entregar para cada aluno um quadrado magico de 3 x 3
impressos para preencher com os numeros 1,2 ,3,4,5,6,7,8¢ 9,
escritos na lousa, de maneira que nido poderia repetir os niumeros
em nenhum dos quadrados e que a soma das linhas, colunas e
diagonais resultaria em 15. Foram dados alguns minutos para os
alunos tentarem resolver o desafio, dos alunos dois conseguiram

Revista Matematica e Educacao, (1) (11): 62-98, 2021 75



Uni-FACEF - Centro Universitario Municipal de Franca

montar a resolugdo do quadrado magico, tiveram alunos que
conseguiram completar somente as linhas e outros alunos
permaneceram tentando. Ao termino do tempo dado, comecou
a dar dicas para resolugdo do quadrado magico, relacionar com
Progressao Aritmética PA. Foi explicado como calcular média
aritmética de uma sequéncia numérica, exemplo: 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8 e 9 para calcular a média aritmética desses nove termos deve
somarumcomooutro1+2+3+4+5+6+7+8+9 =45 e dividir
pelo numero de termos 45/9 = 5 feito isso, explicou sobre termos
equidistantes onde pode estabelecer o termo central do quadrado
magico e a sequéncia numeérica de cada linha, coluna e diagonal
ira ter. Observaram que se somar os extremos e dividir por dois
também encontravam a média aritmética que é 5, o termo central
do quadrado magico. Se somar2+8=10/2=5e3+7=10/2=5;
4 + 6 = 10/2 = 5, verificou-se que os niumeros somados sao 15. 31

Figura 4 - Aplicagao de quadrado magico.

Fonte: Autoria prépria
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2.4 Atividade: Magica com moedas

Tem-se 5 moedas dispostas sob a mesa, sendo a
configuracdo delas trés coroas e duas caras. O que acontece se
alterar a configuracdo de uma delas? Ao virar qualquer uma das
moedas, nota-se que com apenas este movimento muda o que era
par para impar e o que era impar para par, por exemplo, se virar
uma coroa que inicialmente era um numero impar 3, passa entdo a
ter 3 caras que a principio eram 2 e fica com 2 coroas.

Estrutura

Para realizar essa magica a pessoa que ira conduzir,
sera chamada de professor. Com 5 moedas de 0,25 centavos e os
alunos para virar as moedas.

A magica

Apods o professor ter olhado a configuracao inicial das
moedas e gravado na memoria que sdo 3 coroas € 2 caras vira-se
de costas para a mesa com as moedas e 0s alunos, em seguida
pede para que eles movimentem as moedas 6 vezes. Observacao:
Veja que apos 6 movimentos as moedas voltardo a ter a mesma
estrutura inicial, nUmero de caras par e coroas impar. Ao terminarem
os 6 movimentos o docente pede para que coloquem a mao em
cima de uma moeda, ao tampar a moeda escolhida adivinhara a
face escondida, nesse momento o professor vira de frente para
os discentes e observa as moedas, como deve haver um numero
impar de coroas e um numero par de caras, se houver uma cara e
trés coroas sabera que a face escondida é uma cara, ou se houver
4 caras (numero par) sabera que a moeda escondida tem face
coroa pois coroa tem que ser impar (1).
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Aplicagéo

Apods organizar as carteiras em formato de U, em seguida
dividiu-se em trés grupos de trés alunos e um grupo com cinco
alunos e entregou a cada grupo cinco moedas de 0,25 centavos,
em seguida explicou as regras do jogo de adivinhacdo, cada
grupo teria uma pessoa para virar as moedas e escolher uma para
tampar e as demais para adivinhar o resultado. Cada estudante
ficou responsavel por certo grupo de alunos, com cinco moedas
cada participante tinha o direito de realizar seis movimentos, entre
cara e coroa. Os alunos no inicio ficaram com um pouco de receio
se a adivinhagdo daria certo e nas duas primeiras jogadas cada
estudante responsavel pelo grupo adivinhou a moeda escondida.
A partir da terceira rodada um integrante do grupo realizou os
movimentos e escondeu a moeda e outro integrante desvendou
cara ou coroa fora, alternava a ordem dos integrantes em cada
jogada.

2.5 Atividade: Quebra-cabega com palitos de fésforos

Esse € um trugue matematico que instiga o raciocinio
l6gico e é bastante usado para esse fim, por necessitar de pouco
recurso, apenas uma caixa de fésforos, muito cuidado ao realizar
esta atividade com criangas. Algumas contribuicbes que essa
brincadeira com palitos pode gerar:

e Estimular a criatividade;

* Aprimorar a concentragéo e atengao;

» Consolidar a organizagao visual e fortalecer a nogao
de espaco;

e Comparar com facilidade as figuras geométricas como
quadrado e tridngulos.
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Mova 2 palitos e forme 4 triangulos

Para esse truque precisa-se de 10 palitos de fésforos,

dispostos sob a mesa da seguinte forma:

Figura 5 - Mova 2 palitos e forme 4 triangulos

Mova 2 palitos e
forme 4 triGngulos

-

L
LT
LT

L1

Fonte: MATEMATICAZUP, 2015.

Solucéo: Retiram-se dois palitos que estdo nas bordas a direita e
os colocam no centro dos dois quadrados e entdo tera a solugao

final como na imagem a seguir:

Figura 6 - Mova 2 palitos e forme 4 triangulos.

Mova 2 palites e
forme 4 triangulos

L2

i

Fonte: MATEMATICAZUP, 20145.
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Mova 3 palitos e forme 3 quadrados
Para executar esse desafio sdo necessarios doze palitos
de fosforos dispostos sob a mesa, formando quatro quadrados

como na imagem a seguir:

Figura 7 - Mova 2 palitos e forme 4 tridangulos.

Mova 3 palitos e
forme 3 quadrados

] L] ¥

Fonte: MATEMATICAZUP, 2015.
Solucéo: Retirar os dois palitos da borda superior a esquerda e o
palito que fica embaixo do lado direito e os encaixar do lado direito

na parte inferior.

Figura 8 - Mova 2 palitos e forme 4 tridangulos.

Mova 3 palitos e
forme 3 quadrados

Fonte: MATEMATICAZUP, 2015.
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b. Mova 2 palitos e forme 7 quadrados.

Para esse truque € preciso de doze palitos colocados sob
a mesa formando quatro quadrados pequenos como a seguir:
Figura 9 - Mova 2 palitos e forme 7 quadrados.

Mova 2 palitos e
forme 7 quadrados

Fonte: MATEMATICAZUP, 2015.

Solucgéo: Retiram-se dois palitos dolado superior a direita e os coloca
dentro do quadradinho a esquerda no formato de cruz, obtendo-se
4 quadradinhos dentro de um quadrado maior, totalizando 5 e mais
2 quadrados na parte inferior.

Figura 10 - Mova 2 palitos e forme 7 quadrados.

Mova 2 palitos e
forme 7 quadrados

Fonte: MATEMATICAZUP, 2015.
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Aplicagéo

Para realizar a atividade com os fésforos foi entregue para
cada participante 12 palitos de fésforo e escrito na lousa a posigao
inicial dos fésforos e o exercicio que deveriam fazer para chegar ao
resultado como, mover 02 palitos para formar 04 triangulos e mover
03 palitos para formar 03 quadrados.

Os alunos montaram as figuras com os fosforos conforme
desenhado na lousa e para encontrar a solucao foi dado alguns
minutos. No primeiro exercicio moveram varios palitos, em varias
direcbes e observaram que era preciso dar algumas dicas para
tentarem mover os palitos corretamente. Viram que o resultado era
muito simples, uma questao de observar, raciocinar e atencao, e
para o segundo exercicio sugeriu mais alguns minutos.

Observou-se que alguns alunos ja apresentavam destreza
para realizar o movimento dos palitos. No terceiro exercicio alguns
alunos ja solicitavam as dicas antes de comegarem, para facilitar
enxergar o movimento que deveria se fazer para encontrar a
resposta.

2.6 Atividade: Torre de Hanoi

Conta a lenda da Torre de Hanoi que no tempo de Benares,
cidade Santada india, soba cupula que marcava o centro do mundo,
existia uma bandeja de bronze com trés agulhas de diamantes,
cada uma de um palmo de altura e da grossura do corpo de uma
abelha. Durante a criagédo, Deus colocou 64 discos de ouro puro em
uma das agulhas, o maior deles imediatamente acima da bandeja e
os demais, cada vez menores, por cima. Esta torre foi chamada de
Torre de Brahma. (Manoel).

Dia e noite os sacerdotes trocavam os discos de uma
agulha para outra, de acordo com as leis imutaveis de Brahma.
Essa lei dizia que o sacerdote do turno ndo poderia mover mais de
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um disco por vez, e que nunca fosse menor que o de cima. Quando
todos os 64 discos tivessem sido transferidos da agulha colocada
por Deus no dia da Criagao para outra agulha, o mundo deixaria de
existir.

Dizem os sabios que o mundo foi criado ha 4 bilhdes
de anos aproximadamente e os monges, desde a criacdo, estao
movendo os discos na razao de 1 disco por segundo. (Manoel).

Estrutura

A torre de Handi € um jogo em que sua estrutura consiste
em uma base retangular ou circular sobre a qual estao trés pinos,
em um dos pinos sdo encaixados sete discos de didmetros

decrescentes a partir da base.

Figura 11 - Torre de Handi.

[ ]
jRET |r_E|-
Ui FACET

Fonte: Autoria propria

Regras do jogo

» S0 é possivel movimentar uma pega de cada vez;

* A pecga maior nao pode ficar sobre a pegca menor;

* As pecas devem estar todas em um dos pinos, ou em
movimento.
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Objetivo do jogo

O jogo tem o objetivo de exercitar o raciocinio légico e
habilidades na resolugao de problema, também ¢é utilizado em sala
de aula como estudo da Fungéo exponencial.

Para encontrar o numero minimo de movimentos na
transferéncia dos discos do primeiro pino para o terceiro pino utilizar
a funcgéao f(n) = 2"-1, ao substituir o valor de n pelo numero de discos
tem a quantidade minima de jogadas a ser realizada para transpor
os discos de um pino de uma extremidade para a outra, também se
observa o crescimento exponencial.

Tabela 1 - Numero minimo de jogadas a serem realizadas.

n - Ndmero da discos Cluantidade minimsa da
jogadas
1 1
2 3
3 T
F ] 1o
5 3
G 63
3] 256
10 1.023
15 32 TET
20 1.048 575
a0 1.073.741.823
G4 18 446,744 063.709.551. 615
Aplicagao

Ao colocar no meio das carteiras em formato de U trés
carteiras juntas e em cima o tabuleiro da torre de Hanoi com sete
discos, escreve na lousa uma tabela com a férmula exponencial
f(n) = 2" — 1 para que possam observar as informacgdes: que
conforme a quantidade de discos aumenta a quantidade de
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movimentos necessarios para transferir os discos de um pino para
0 outro extremo também aumenta.

Ao iniciar o jogo os movimentos foram realizados de
maneira que os alunos observassem o manuseio dos discos, em
seguida os alunos foram convidados a participarem da transferéncia
dos discos e conforme o niimero de s discos aumentavam, o nimero
de movimentos aumentava e a partir dai se tornou um desafio que
exigia concentragcéo na transferéncia dos discos.

Figura 12 - Tabuleiro da torre de Handi.

Fonte: Autoria prépria
2.7 Oficina: Isometrias: Desvendando escher

Trata-se de conhecer um pouco sobre a histéria do artista
grafico holandés Maurits Cornelis Escher, e proporcionar aos
alunos do curso de Educacgao de Jovens e Adultos, uma oficina no
Laboratério de Matematica ministrada pelo professor de Matematica
Aleff Jouni Ribeiro, ex-aluno do Uni-FACEF, que apresentou essa
oficina em seu trabalho de concluséo de curso.
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Figura 13 - Professor Allef Jouni com autores do TCC no dia da
aplicacao da oficina de Escher.

Fonte: Autoria propria

Objetivos

Desenvolver nos alunos o “sentido espacial” por meio
de atividades que enfatizam a visualizagao; resolver problemas
envolvendo a visualizacdo e compreensao de relagbes espaciais,
distinguir as transformagdes de figuras congruentes que se
relacionam por meio de reflexdes, rotacbes, translagdes ou
reflexdes deslizantes.

Observar as transformacbes isométricas que ocorrem
em graficos de determinadas fungbes, desenvolver atividades que
desvendem as transformagdes, utilizadas por Escher em seus
ultimos trabalhos.
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Justificativa

Reconhecimento do espaco fisico ao desenvolver
a observagdo e a percepcao de semelhancgas, diferengcas e
regularidades. Conexao com outras areas da Matematica e com
outros campos do conhecimento, especialmente com a arte, por
meio da exploracao das formas e caracteristicas de objetos, obras
artisticas, pinturas, desenhos, mapas, formas encontradas na
natureza, entre outras criagdes humanas ou naturais.

Participantes

Esta oficina foi realizada no Laboratério de Matematica do
Uni-FACEF Franca-SP. Participaram da oficina jovem e adulta de
19 a 62 anos da turma do 3° ano da EJA totalizando 20 alunos,
além de seus respectivos professores e coordenadoras.

Os dados e obras de Esher, além dos conceitos envolvidos
na oficina: “Isometria: Desvendando Escher” foram apresentados
em datashow.

O professor Aleff conduziu a oficina, os alunos prestaram
atencao as explicagdes do professor, responderam as perguntas
feitas sobre rotacao, translacao e reflexdo, mostraram curiosidade
sobre o trabalho de Escher.

Material

Os materiais utilizados na oficina foram: papel sulfite
branco, cartolina colorida, régua, lapis preto, borracha, tesoura,
fita crepe e lapis de colorir. A cartolina foi utilizada para fazer a
tesselacgao.

Ao organizar as carteiras em cinco grupos com quatro
carteiras, sobre cada carteira um quarto de cartolina colorida, um
quadrado de papel sulfite no tamanho de 10 x 10, um lapis preto,
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uma borracha, uma tesoura, um pedaco de fita crepe e uma caixa
de lapis de cor.

Instrumento

Foi realizada a oficina com aplicagcbes das atividades
praticas de tesselacado, utilizando os fundamentos e conceitos
extraidos das técnicas utilizadas por Maurits Cornelis Escher, com
0 objetivo de trabalhar os conceitos de simetria e as transformacgoes
isométricas.

Desenvolvimento

E possivel explorar varios assuntos relacionados ao
ensino de geometria, de uma forma criativa e atraente, através
de atividades que envolvem tesselagdo. A palavra tesselation, no
portugués, remete ao vocabulo tessela, que indica a pavimentagao
de uma regido através de pecas de mosaico.

As tesselagdes do plano sédo o recobrimento do mesmo,
sem deixar lacunas ou sobreposi¢cdes. Nosso estudo refere-se a
tesselagdes por poligonos, regulares ou nao.

No trabalho sobre simetria e isometria em sala de aula,
utilizou as tecnologias digitais como o Powerpoint e o data show, no
intuito de agilizar a explicagao do conteudo, além da visualizagéo e
compreensao dos passos a serem realizados.

Em seguida, foi proposta uma atividade para trabalhar as
transformacoes isométricas na composicao de um desenho, que se
tornara um molde para a aplicagédo das técnicas de Escher. A figura
14 mostra as caracteristicas da oficina no que se refere ao espaco
de trabalho, organizagdo dos alunos e materiais de suporte.
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Figura 14: Atividade pratica

LA\J

Os alunos foram desenvolvendo seus respectivos moldes,
primeiro dobrando o papel cartdo no formato de um quadrado, em
seguida escolhendo alguns dos desenhos propostos na lousa para
criarem os moldes da tesselagao.

Ap0ds os alunos efetuarem os tragos, recortaram e utilizaram
as transformacgdes isométricas para compor os desenhos, colando
com fita crepe as partes modificadas, finalizando o molde como se
observa na figura 15.

Fonte: Autoria propria

Figura 15: Transformagoes isométricas na constru¢cao de molduras
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Fonte: Trabalho de Conclusdo de Curso de Aleff Jouni Ribeiro e Lucas Borges
Oliveira.
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Na segunda etapa, com os moldes finalizados os alunos
foram orientados a fazer uma margem de cinco centimetros na
cartolina simulando uma moldura, assim quadros com estrutura
semelhantes aos de Escher foram tomando forma e ao se dispor
de alguma transformacao isométrica os desenhos se encaixavam
dando o efeito que denominamos tesselagao. A figura 16 mostra os
desenhos desenvolvidos pelos alunos em sala.

Figura 16: Tesselacao desenvolvida pelos alunos

a

Fonte: Autores

Apoés a tesselagdo completa, surgiram trabalhos muito
interessantes, pois os alunos tiveram a liberdade artistica de decorar
os desenhos de acordo com suas caracteristicas, complementando
com o efeito produzido pela simetria, dando aspecto padronizado
através das transformacgdes isométricas.

Figura 17 - Alunos do EJA no laboratério de matematica do Uni-
FACEF.

ol =

Fonte: Autoria propria
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Figural8 - Oficina de Escher: desenho de um aluno.

Fonte: Autoria propria

Os alunos conseguiram realizar a atividade com o suporte
nas duvidas junto ao professor e no final todos aplaudiram afirmando
que foi um trabalho criativo, instigante e prazeroso.

Varios alunos, professores e coordenadora do Curso de
Matematica passaram pelo Laboratorio para prestigiar o trabalho
de conclusao de curso e darem boas-vindas aos alunos do Curso
de Educacéao de Jovens e Adultos.

4 Resultados da aplicagdo dos questionarios

Buscou-se fazer uma analise das atividades realizadas no
processo de ensino-aprendizagem, por meio de uma abordagem
qualitativa e quantitativa, para avaliar por meio de questionarios a
percepc¢ao dos alunos em relagao as atividades ministradas e se o
trabalho, de certa forma, modificou a perspectiva deles em relacao
ao conceito sobre a disciplina de matematica e se os influenciou a
continuar os estudos.

No primeiro dia, foi aplicado um questionario introdutério,
a fim de conhecer o publico da sala de aula, quem sao essas
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pessoas? Por que la estdao? Quais as profissées? Quais sao seus
anseios e expectativas? Estavam presentes 20 alunos, e abaixo
apresenta-se os resultados obtidos.

O perfil da sala caracteriza-se por alunos entre 19 e 62
anos, de profissées variadas, como Manicure, Jardineiro, padeiro,
sapateiro, cozinheira, Uber, entre outros.

Vamos as respostas das perguntas:
1 - Qual motivo o levou a retomar os estudos?

Grafico 1 - Motivo que levou ao retorno aos estudos.
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Impresso B - Clrse Ensimo 1] E - {utros
i iercaia T [iCG SLgeilio Realhga thn

le trabalhs oessoa

Fonte: Autoria propria

Resposta: 30% Ingresso no mercado de trabalho; 10% Curso
Técnico; 20 % Ensino Superior; 30 % Realizacbes pessoais e 10
% outros.

Percebe-se entdo que os maiores percentuais de respostas
estdo relacionados ao campo profissional e a realizacao pessoal.

2 - Ao terminar o EJA, vocé pensa em fazer o ensino superior?
Se sim, qual curso?
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Grafico 2 - Questionario sobre o EJA.
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Fonte: Autoria propria

Resposta: 75 % dos alunos responderam que sim e 25% né&o,
dentre os cursos mencionados como possibilidade de curso estao
Direito, Pedagogia, Fisioterapia, Comissario de Voo, Teologia,
Arquitetura, Contabilidade, Assistente Social e Enfermagem. Vé-se
que a maioria da turma pensa em dar continuidade nos estudos,
quando concluirem o Ensino Médio.

3 - Qual sua afinidade com a matematica?

Grafico 3 - Nivel de afinidade com a matematica.
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Fonte: Autoria propria

Resposta: 50% responderam que gostam e 50% que nao gostam.
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No encerramento das atividades, aplicou-se um novo
questionario que se refere a validagao do trabalho executado.
A seguir graficos com os resultados por questao:

4 - Vocé se sente mais motivado a estudar matematica? Sim
ou Nao?

Grafico 4 - Motivagdo para estudar matematica

Fonte: Autoria propria

Resposta: 100% responderam sim

5-Vocé acredita que a matematica pode ser aprendida de uma
forma ladica, simples e divertida? Sim ou Nao?

Grafico 5 - Questionario sobre o ensino da matematica.

Fonte: Autoria propria
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6 - A oficina, de certa forma, te incentivou a cursar o ensino
superior? Sim ou Nao?

Grafico 6 - Influéncia da oficina.

Fonte: Autoria prépria

Resposta: 100% responderam sim

Constata-se que 100% dos alunos aprovaram e que muito
deles, mudaram a forma como pensavam no inicio dos encontros.
Por exemplo, todos os alunos responderam que se sentem mais
motivados a estudar Matematica enquanto no primeiro momento o
maior indice apontava para alunos que nao gostavam da matéria. E
também os indicadores apontam que os discentes acreditam depois
da realizacdo das atividades praticas, que a Matematica pode ser
aprendida de forma simples, ludica e divertida.

Por fim, mas ndo menos importante 100% dos alunos
responderam que, apos a aplicagao da oficina e o fato de terem
conhecido o Uni-FACEF, se sentem incentivados a cursar o ensino
superior.

Os 25% que responderam no primeiro questionario que
nao tinham vontade em entrar na Academia, no questionario
final afirmaram que foram estimulados e mudaram de opinido.
Os comentarios informais € que houve uma transformacao de
pensamento de toda a sala frente a matéria estudada e no que se
refere as capacidades de si mesmo e no futuro de cada um.
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5 Consideragoes finais

O ensino da matematica vai além de ensinar conteulidos, é
preciso buscar aformagéo de um discente investigativo, que entenda
que a matematica ndo esta pronta e acabada, onde é possivel
errar e acertar para depois construir hipéteses. E particularmente,
aprender matematica desencadeia varios outros conhecimentos,
além de desenvolver a cogni¢ao e o raciocinio légico, tao presentes
no cotidiano.

As atividades ludicas séo recursos pedagogicos eficazes
se forem bem articulados e planejados pelo professor, contribuindo
assim para a construgdo do conhecimento matematico.
Provavelmente, uma parcela das frustragdbes em relacdo a
Matematica podera ser minimizada se forem conectados o ludico e
0 brincar aos conceitos por meio dos jogos, e mostrar que estudar
Matematica também pode ser divertido, pode ser prazeroso.

Trabalhar atividades ludicas como ferramenta no ensino
da Matematica, reforca ainda mais sua importancia como um
instrumento norteador e facilitador do processo de ensino-
aprendizagem.

Desse modo, ressalta-se o escopo dessas atividades ao
propiciar a alunos do EJA, a experiéncia de ampliar os saberes, e
ao mesmo tempo, favorecer esse estimulo para desenvolver suas
capacidades intelectuais, e de certo modo a melhorar a qualidade
de suas vidas, uma vez que o exercicio mental estimula, de forma
geral, uma melhor percepgao sobre si e sobre a realidade na qual
se vive.

Nao existe uma idade certa para aprender, o individuo
estara sempre em formacao, por isso voltar a estudar além de ser
uma necessidade na atual sociedade que vivemos competitiva,
dindmica, veloz e exigente no mercado de trabalho, € uma
realizacao pessoal. E voltando a salientar o que Santos (2001:35)
afirma: “o ludico deve ser constante na vida dos seres humanos,
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desde o inicio de suas vidas até a velhice”.
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1 Introducéo

Percebe-se afaltade conhecimento que as pessoastémem
matematica financeira e o dano que isso pode trazer, devido a falta
de planejamento e organizagdo das finangas pessoais. Inclusive,
muitas pessoas véem a poupanga como o unico investimento dentro
do seu alcance, porém elas ndo imaginam que existem outros
investimentos financeiros com uma melhor proposta que esta, onde
ha maior rentabilidade e menor risco do ndo recebimento do seu
dinheiro investido. Diante disso, acreditamos que a matematica
financeira deveria ser apresentada a todo publico, principalmente
nas escolas, onde deveria explorar o tema de forma adequada,
assim prop6s-se para este trabalho um estudo sobre capitalizacao
simples e composta, bem como a pesquisa de dois dos diferentes
tipos de investimentos, apresentando-os de forma matematica
perante suas taxas de rentabilidade.

A porcentagem no mercado financeiro € muito importante,
pois tudo se € calculado perante uma taxa dada em porcentagem.
Por isto, no primeiro capitulo, foi feito uma contextualizagao historica
do tema e comparado com razao e proporgao.

No segundo capitulo, mostramos o comportamento da
capitalizacdo composta x capitalizacdo simples, onde foi feita
uma comparagdao das formulas matematicas, da progressao
aritmética juntamente com juro simples e da progressao geométrica
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juntamente com o juro composto, e depois de demonstradas e
comparadas, foram associadas uma com a outra. Visto a expressao
algébrica do juro simples e composto, comparamos as duas através
de exemplos, ressaltando que a capitalizagdo composta cresce
exponencialmente enquanto a simples cresce linearmente. Sendo
assim, confrontamos através de um grafico, as duas capitalizagées,
destacando a diferenca do crescimento entre elas.

Apos todo esse estudo, no capitulo quatro, foi feita
uma pequena pesquisa sobre algumas taxas e indices, a fim de
aplica-los nos investimentos, poupanca e tesouro direto, com a
finalidade de confronta-los, de forma matematica, realcando suas
taxas, rentabilidades e diferengas, a fim de obter uma pequena
comparacao entre um e outro.

2 Porcentagem

Para falarmos sobre porcentagem, precisamos entender
sobre razdo e propor¢cao. Podemos afirmar que razdo € uma
comparacao entre duas grandezas. Ao dividirmos duas grandezas,
estamos comparando a primeira com a segunda, ea expressamos
por uma fracdo. Proporgdo € uma igualdade entre duas razdes,
ou uma igualdade de fragbes. Vejamos um exemplo para melhor
entendimento.

Exemplo 1: Foi feito uma arrecadagéao de dinheiro, para
fundos sociais, através de voluntarios, em um semaforo de uma
cidade durante 4 dias. Observe as anotacgoes:

e Dia 1 arrecadou-se R$30,00
» Dia 2 arrecadou-se R$45,00
» Dia 3 arrecadou-se R$50,00
e Dia 4 arrecadou-se R$75,00
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Arazao do dia 1 para o dia 2 foi de:

45
Fr 15
E a do dia 3 para o dia 4 foi:
75 B
o
Ja que oresultado das duas razoes foiigual a 1,5, podemos
dizer que elas sao iguais e igualdade de razbes é sinbnimo de

proporgao.

1.5

45 23 75
30 50
Assim, a porcentagem € uma razao centesimal, ou seja,
uma razao onde seu denominador é igual a cem. Para acharmos
uma porcentagem, precisamos de uma razao igualada a um numero
x sobre 100.
Exemplo 2: Jodo comeu 2 fatias de uma pizza que fora
dividida em 8 partes iguais. Qual a porcentagem que representa a
quantidade de pizza que Jodo comeu?

d X 200
Ezm—iﬂj_':z:{lﬂﬂ —FIIT—':T:EE%

Logo, Jodo comeu 25% da pizza.

Dados histéricos nos dizem que o surgimento da
porcentagem aconteceu no século | a.C., em uma cidade de Roma,
onde um imperador estabeleceu alguns impostos que deveriam ser
cobrados aos mercadores. Um desses impostos foi denominado
de “centésimo rerumvenalium”, que obrigava os comerciantes a
pagarem um centésimo sobre todas as mercadorias vendidas no
mercado publico do pais. Entdo se uma mercadoria fosse vendida
por R$50,00, o comerciante deveria pagar R$0,50 ao imperador, o
que é equivalente a um centésimo de R$50,00.

Eram utilizadas na época as letras “p c¢”, no lugar do
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que hoje usamos o simbolo “%” (Ié-se por cento), para indicar
porcentagem. Entdo o que hoje se escreve “15%”, os romanos da
época escreviam “XV p c”.

Na época, o comércio de escravos era abundante e o
imperador cobrava 1/25 (um vinte e cinco avos) sobre essas vendas,
ou seja, o comerciante dividia o pre¢o que o escravo fora vendido
em 25 partes iguais, uma das partes era pago como imposto, e
assim, 0 negociante ficava com as outras 24.

Ja no século XV, como a movimentagao do mercado era
intensa, encadeou-se o surgimento de juros, lucros e prejuizos. Os
matematicos da época precisaram padronizar uma base para se
calcular porcentagens, resolveram entao, uniformizar a base 100.

Para se fazer uma porcentagem qualquer, basicamente
divide a quantidade de percentual, que queremos saber, por cem e
multiplica esse resultado pelo valor total que temos.

Exemplo 3: queremos saber quanto é 35% de 70
TQ
ﬁxEIS =07x35=T70x035 =245
Agora, observe abaixo, se fizermos a conta utilizando
dinheiro:

Exemplo 4: Ao comprar uma mercadoria que custava
R$70,00, por motivos maiores, o vendedor concedeu 35% de
desconto.

E X70 = 035x70 = 24,50
100 ' ‘

Logo, ele deu R$24,50 de desconto e o valor restante que
foi pago é igual a R$45,50, que é equivalente a 65% de R$70,00.
Isto é:

70,00 - 24,50 = 45,50

100% - 35% = 65%
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Exemplo 5: Um corretor de imdvel avaliou uma casa
em R$ 210.000,00, porém conseguiu um comprador oferecendo
R$212.000,00. Visto que sua comisséo é de 7,5% sobre o preco
vendido, qual sera o valor recebido pelo corretor em reais?

212000
100
Portanto, sua comissé&o sera de R$15.900,00.

®7.5 = 2120x7.5 = 15900

Exemplo 6: Um investidor, aplica R$10000,00 em certa
data, 3 anos depois, ele resgata o valor de R$12000,00. Qual o
ganho deste investidor?
12000
10000
Ou seja, este investidor teve um ganho de 20%.
Assim, podemos perceber que a porcentagem também
pode estar relacionada com uma taxa de juros. No caso de juros

%100% = 1,2x100% = 120%

simples, se uma pessoa pede um empréstimo de R$1000,00 com
uma taxa de 10% de juros ao més, e consegue liquidar o empréstimo
depois de um més, pagara R$1100,00. Falaremos mais sobre juros
simples no préximo capitulo.

3 Capitalizac&o simples x Capitalizagdo composta

As progressdes sao sequéncias numéricas muito
utilizadas na geometria, musica, fungdes exponenciais, matematica
financeira, entre outros. Neste trabalho, sera aplicada a Matematica
financeira na ramificacao de juros simples e composto.

3.1 Progressao aritmética e juros simples

Neste capitulo veremos que os juros simples se comportam
como uma progressao aritmética, onde os juros crescem de forma
constante ao longo do tempo.
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3.1.1 Progressao Aritmética

Progressao Aritmética ou P.A € uma sequéncia numeérica
na qual cada um de seus termos é consequéncia do seu anterior
adicionado a uma quantidade x, chamada razao.

Nomeamos os termos dessa sequéncia numérica como

(a,a,..a).

Exemplo 6:

{1,3,5,7...} - cada termo € igual ao seu anterior somado
de dois

1 € o termo inicial (Termo a,)
3 =1+2 (Termo a,)
5 =3+2 (Termo a,)
7 =5+2 (Termo a,)

Essa é uma P.A de razédo 2.

Desta forma, dado um nimero qualquer a,, primeiro termo
da sequéncia, adicionamos um numero r, denominado razao da
progressao, obtendo assim o segundo termo a,. Ao segundo termo
adicionamos novamente a raz&o r obtendo o terceiro termo a, da
progressao, e assim por diante, temos:

Ay

@y =dy+7

= +r=lg+ri+r=a,+2r

gy =ay+r={a; +2xr}+r=0a,+3r

A=y +r={a; +3xrl+r=a,+4

dy =fdpaytr=(@+m-2F)}+r=a+n-1)r
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Logo, podemos afirmar que o n-ésimo termo de uma P.A.

€ dado pela seguinte equacao:

a =a+(n-1)xr

E é denominada Férmula do termo geral de uma progressao

aritmética. Onde,

até oa,

a, € o n-ésimo termo;

a, € o termo inicial;

n € o numero de termos que temos; e
r é arazao.

Exemplo 7: No conjunto numérico F, s6 possuo os termos
e gostaria de encontrar o 11° termo desta P.A.

F= {215, 220, 225, 230, 235, 240, 245}

a =a,, O termo que precisamos saber.

a=215

n = 11, pois quero saber o 11° termo

r =5, nossa razéo (220 — 215 = 5)

a, =&+ (n—1)xr
—+it3; = 215+ 10x5
=y = 2154 50 = 265

Desse modo, nosso 11° termo ¢é igual a 265.

Exemplo 8: Preciso achar o termo a, da P.A.:
C={2,6,10,a, 18, 22}

Temos entao que

a =a, €0 que queremos saber,

a,=2;

n =4, pois queremos saber o termo a,;

r=4, que é nossa razéo (6 — 2 = 4)

Substituindo entdo na férmula:
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iy = &y +(n—1)xr
=+ {1y, = 2+ 3x4
=gy =2+ 12 =14

Consequentemente, nosso conjunto numérico C, fica da
seguinte forma:
C={2,6,10,14,18,22}.

3.1.2 Juros simples

Juros € o rendimento que se tem quando se empresta uma
quantia por um determinado tempo. Em outras palavras, € um lucro
que se recebe por emprestar um dinheiro.

O juro depende de uma taxa, aquela que, através da
porcentagem, determina qual o lucro o individuo tera ao receber
sua quantia de dinheiro que fora emprestado.

A conceituagao de juros vem de 2000 a.C, onde babilénios
cobravam juros de empréstimos de sementes. Na época, tudo era
pago em sementes ou outros bens e a um prazo de colheita (até a
semente dar furtos e ser colhida).

Dados historicos nos revelam também que cerca de 575
a.C, ainda na Babilonia, existiam banqueiros internacionais com
escritorios que aderiram a estratégia do juro para emprestarem
seus dinheiros. Essas firmas possuiam uma renda através de suas
altas taxas de juros.

Existem registros de juros, também, em tabua de argila
usadas pelos povos que viveram na Mesopotamia a cerca de 2100
a.C.

Além de muito antigo, o conceito de juro ndo mudou muito.
O juro simples ainda é calculado a partir do capital inicial, sob uma
taxa e por um determinado tempo. O valor da taxa, no juro simples,
sera sempre o mesmo valor para todos os periodos.
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Exemplo 9: Considere, por exemplo, que uma pessoa
aplicou R$1000,00 por 12 meses e ira receber 10% de juros
mensais, qual seria o ganho financeiro que esta pessoa receberia
no fim desta operagao?

1° més: %xll}ﬂl} = 100
2° Mmés: — %1000 = 100
100
E assim sucessivamente, até

12° més: EE}:IU{IEI =100

Logo, ao final desta operagdo, esta pessoa tera
1000+100+100+ -+ +100=1000+12%100=2200.

Podemos perceber que a capitalizacdo simples, se
comporta como a progressao aritmética, em que o primeiro termo,
que representaremos por a, ao invés de a,, por conveniéncia de
notagao, € igual ao Capital Inicial(C,) e a razao r € igual aos Juros
(J) calculados sobre o valor do capital inicial:

J=C i

Escrevendo os termos da progresséao aritmética, temos

ay = Ly

@ =Epd+ i l=Ca(1410)

iy =g+ Cp i # £ i = G+ 250 = (1 + 2i)

By = L+ Cp i 4 Ol # o | = O+ 30,1 = O + 3]

iy =bg+ Cp i+ g+ 0o+ 0= 00+ 460 =501 + 4

iy =0 + 0 b+ Cal +Cqd + -+ 0ot = O 0l = Ol + 1l

n tarmos
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Em que a, representa o Montante (M) dado pelo capital
inicial mais os juros calculados sobre este capital apés n periodos
de capitalizagdo. Portanto, podemos escrever

M=C, (1+ni) (3.1)

De maneira analoga, podemos definir a férmula do juro
simples,
= Gaxd
Jo = Col + Gyl = 26,1
Ji=0Cg i+ ol + Lol = 361
Jo =G0+ Co i+ 0o i+ G| =40,

}n :CD1E+CD-E "|"'|:‘|].-F' "|"""‘|"E.|]rf = T'I!'Eu.f

n termos

Em que ] representa o total de juros apos um periodo n
de aplicagao.

Uma observacao importantissima que deve ser feita, é que
a taxa e o tempo devem ser colocados na mesma unidade. Se a
taxa for de 2% a.m (lé-se dois porcento ao més), o tempo também
deve ser expresso em meses. Quando nao estiver representada na
mesma unidade de tempo, deve ser feita uma conversao da taxa

ou do tempo.
Faprar Attt
11
Converter taxa mensal para anual: Taxa mensal x12
Tt ool
_ 65
Converter taxa mensal para trimestral: taxa mensal x3

Converter taxa anual para mensal:
Converter taxa anual para diaria:

Podemos observar que para fazermos uma transformacao
precisamos dividir a taxa, quando se quer uma taxa a um periodo
menor do que ja temos, ou multiplicar, quando queremos uma
taxa a um periodo maior do que o que ja temos, pois as taxas sao
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grandezas diretamente proporcionais.

Exemplo 10: Ao fazer um empréstimo de R$100,00 com
1% de juro simples ao dia que s6 podera ser pago apos cinco dias.
Sera calculado, o valor do juro, em reais que sera cobrado:

J=100%0,01x5
J=5

Portanto, o juro cobrado sera de R$ 5,00.

Exemplo 11: Foi feito um empréstimo de R$ 10.000,00
com uma taxa de 4%a.m. onde a divida sera quitada em 2 anos.
Qual o valor total que devera ser pago ao fim do periodo?

Podemos observar que a taxa esta sendo expressa em
meses e o tempo esta em ano. Precisamos fazer uma conversao.
Tenho a taxa em meses e preciso converter para ano, portanto,
devo fazer uma multiplicagdo da taxa que ja tenho por 12, pois um
ano tém 12 meses.

4x12=48

Depois de convertida, nossa taxa € de 48%a.a.

Voltando a nossa pergunta inicial, precisaremos colocar
nossos valores na formula do montante.

M=a =C, (1+ni)

M=a,=10000(1+2x0,48)=10000(1,96)=19600

Desta forma, o valor total a ser pago ao fim dos dois anos
sera de R$19.600,00.

Poderiamos também, converter ao invés da taxa, o
tempo. Sabemos que 1 ano equivale a 12 meses, € assim, 2 anos
equivalem a 24 meses. Desta maneira, continuariamos com a taxa
mensal que tinhamos no inicio, que era de 4%a.m.

M=a =C, (1+ni)
M=a,,=10000(1+24x0,04)=10000(1,96)=19600
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Assim, constatamos que ao final das duas contas,
encontramos o mesmo resultado.

Neste sistema, o juro € calculado sobre o valor inicial, e
nao sobre o valor acumulado, como veremos no juro composto.

3.2 Progressao geométrica e juros compostos

Os juros compostos diferem dos juros simples, pois sao
calculados sobre o montante obtido no periodo anterior. Somente
no primeiro periodo é que os juros sdo calculados sobre o capital
inicial, ou seja, os juros compostos sdo um regime de juros sobre
juros. Veremos a seguir, que 0s juros compostos se comportam
como uma progressao geometrica.

3.2.1 Progressao geométrica

Aprogressao geométrica, chamada de P.G., é também uma
sequéncia numérica, onde cada um de seus termos é resultado da
multiplicacéo do seu anterior por uma constante, esta constante a
denominamos de razéo.

Da mesma forma, nomeamos os termos dessa sequéncia
numeérica como (a, a,, a,...a ).

Exemplo 12:
{1, 3,9, 27, 81...} — cada termo é igual ao seu anterior
multiplicado por trés.

1 € o termo inicial (Termo a,)
3=1x3(Termoa,)
9=3x3(Termo a,)
27=9x%x3

81=27x3

Essa é uma PG de razéo 3.
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Desta forma, dado um nimero qualquer a,, primeiro termo
da sequéncia, multiplicando pela constante q, denominado razao
da progresséao, obtendo assim o segundo termo a,. Multiplicando o
segundo termo novamente pela razao q obtendo o terceiro termo a,
da progresséo, e assim por diante, temos

Iy

Iy = .1y

az = q.a; = q.(q.2,) = g°a
a, =q.ax=q.(g%. @) =g a
a; = q.a, = 4.(q% a;) = g*. a,

=2 1

A = 0p-1 =q.0g" " a) =q" Ly

Logo, podemos afirmar que o n-ésimo termo de uma P.G.
€ dado pela seguinte equacgao

a=q".a,

E é denominada férmula do termo geral de uma progressao
geométrica. Onde,

a_ € o n-ésimo termo;

a, é o termo inicial;

n € o numero de termos que temos; e

g € a razao.

Exemplo 13: Na sequéncia numérica abaixo, temos até o
termo a, e gostaria de encontrar o termo a, desta P.G.

(3,12,48)

Para encontrarmos a razdo de uma P.G., basta dividirmos
um dos termos, exceto o primeiro, pelo seu antecessor.
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12

5= 4 = g, que é nossa razao

Assim, a =a
n 7

Oaz=3
E n=7
a = alan-z
- a,=3x4°
—a,=3x4096
—a,=12288

Neste caso o termo a, € 12288.

Exemplo 14: Gostaria de saber qual o termo a, da P.G.
abaixo:

(5, 15, 45, 135, a,, 1.215, 3.645)

15 .
q=== 3, nossa razdo éigual a 3
a,= 5, nosso termo inicial
a = a,, o qual estamos procurando
n =5, o numero do termo que gostariamos de achar.
dy = dy H'?"_i
- g = 5x3*
-+ dg = 5xE1
- g = 405
Sendo assim, nossa P.G. ficaria da seguinte forma:
(5, 15, 45, 135, 405, 1.215, 3.645).

3.2.2 Juro composto

Diferente do juro simples, o juro composto € calculado em
cima de juro acumulado, por isso, ele ndo sera igual para todos os
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periodos.

Exemplo 15: Considere que uma pessoa aplicou
R$1000,00 por 12 meses e ira receber 10% de juros mensais. Qual
sera o ganho financeiro que esta pessoa receberia ao fim desta
operacao?

Podemos dizer que a capitalizagdo composta, tem uma
reacao igualada a progressao geométrica, onde o primeiro termo,
que representaremos por a, ao invés de a,, por conveniéncia
de notagéo, € igual ao capital inicial (C,) e a raz&o (q) é igual
a taxa de juros (J) somado de 1, onde assim, a calcularemos
exponencialmente através do tempo.

a =C,(1+)"

Pois, se escrevermos os termos da progressdo geometrica,

temos:

g = g

@y =g+ Coud = Ca1 + 1)

a; =Gol(1+ D1+ )] = G2 + 200+ D) = G(1 +1)2
dag = Col(1 + (1 + (1 + 1)) = (1 + 0)®

ay = C[(1+ D1+ 001 + {1 + )] = Ca(1 + )

dy = Cg [(1+ (1 + (1 +1)-{1+1)] = C(1+ 07

n termos

onde a_  representa o Montante (M) dado pelo capital inicial
multiplicado por n vezes pela taxa de juro somada de 1, dependendo
da quantidade de periodos de capitalizagdo. Portando, podemos
escrever:

M=C, (1+)" (3.2)

Podemos definir que a formula do juro composto é a
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subtragdo do montante pelo capital inicial.

Ll

ay = Ly = [Ca(1 + )Y = &,
ay = Ly = [Cpl1 + 3] = &

f1
Iz

Jo=ty—Co =[G +1)"] -G

Onde ] representa o total de juros apés um periodo n de
aplicacao.

Vale advertir que a taxa e o tempo devem estar na mesma
unidade de tempo. Duas taxas de juros s&o ditas equivalentes se
aplicadas sobre um mesmo capital, em certo periodo de tempo,
produzir o mesmo montante. Por exemplo, 1% ao més é equivalente
a 12,6825% ao ano, pois:

FIF = 1000(1 + 0,01)' = 1126,83
FV = 10001 + 0,126825)" = 1126,83

Assim, para determinar a taxa equivalente no juro

compostos, usamos a seguinte féormula:
PrREEG aU& QUETFD
{I +L)Frn:ﬂq1|:nte1_1.|ﬁ

100
Lembrando que os prazos, tanto o prazo que ja possuo
como O prazo que quero possuir, deve estar sempre na mesma
unidade de tempo.

Converter taxa mensal para anual: tenho a taxa de 1 més

e quero converté-la para 1 ano, que equivale a 12 meses. Observe
entao, o expoente da férmula:

s
Eaxir mensaly 1
i= (1 -I-—) —1

100
Converter taxa mensal para diaria: quero uma taxa de 1

dia e ja tenho uma taxa de 1 més, que equivale a 30 dias. Observe
0 expoente:
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1
Tazxa mensaly 30
[:1 + —) -1

1000k

Converter a taxa de 4% a.m. para a.a.:

i= (1,04 =1 = 16010 =1 = 06010 = 60,1% aa

Converter a taxa trimestral para bimestral: quero uma taxa
bimestral, equivalente a 2 meses, sendo que tenho uma taxa a
trimestral, que equivale a 3 meses.

2
: ( faxa trim E.sm:lf)?
i = =

100

Exemplo 16: Uma casa avaliada em R$210.000,00, foi
financiada a juro composto com taxa de 0,32%a.m para ser quitada
em 200 meses. Qual o valor total pago na casa ao fim do periodo?

M=210.000(1+0,0032)%%°=210.000%1,8945=397.854,24

Ao fim do periodo, o comprador tera uma dividano valor de

R$397.854,24.

Exemplo 17: Foi feito uma aplicagdo de R$ 10.000,00 com
uma taxa de 10%a.a. a juro composto. Qual o ganho financeiro total
que essa pessoa recebera apdés 14 meses?

Observe que a taxa esta sendo expressa em anos e 0
tempo em meses. Neste caso, como visto anteriormente, deve ser
feita uma conversao.

Ha duas possibilidades de resolver este exercicio. Pode-
se converter a taxa para 1 més ou direto para os 14 meses.
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Modo 1. Queremos a taxa com prazo de 1 més e temos

ela em 1 ano, equivalente a 12 meses. Entao:
i=(1+ ﬂ.lﬂjﬁ -1 =0,00797414 = 0,797414% a.m

Colocaremos agora nossos dados na féormula do montante

de juro composto
M=C, (1+1)"
M =10.000(1+0,00797414)*=10.000x1,117613055 =11.176,13
A pessoa lucrara entao, o valor de R$11.176,13.

Modo 2: Queremos a taxa com prazo de 14 meses e temos
ela em 1 ano, equivalente a 12 meses. Entao:

i=(1+ E}.];ﬂj%— 1 =0,117613054 = 11,761 30545%

A taxa ja foi transformada direto para os 14 meses, por
tanto, ao aplicar a formula do montante, pode-se eleva-la a 1, pois
equivale a um periodo, ja que possui uma taxa equivalente a 14
meses.

M=10.000(1+0,117613054)*=11.176,13

Entéo, a pessoa ganhara o valor de R$ 11.176,13.

3.3 Capitalizagao simples x Capitalizagdo composta

Como vimos anteriormente, a capitalizagao simples cresce
de forma linear, ou seja, € uma fungao linear f(x)=ax+b, x=0 Logo,
temos a seguinte fungao:

fn)=C, (1+in)=(C,)n+C,, n=0

Onde, a=C,ie b=C,

Por outro lado, a capitalizagdo composta cresce
exponencialmente, ou seja, g(x)=ba*, x=0. Assim, temos

g(n)=C, (1+1)", n=0

Onde, b=C, e a=1+i.

Vejamos a seguir um exemplo, comparando as duas
capitalizacgoes.
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Exemplo 18: Considere que foi aplicado um capital de
R$28.000,00 a uma taxa de 7%a.m., por um periodo de 24 meses.
Podemos verificar os resultados obtidos na tabela a seguir, onde
mostra o montante através da capitalizagdo simples e composta,
para n=1

Tabela 1 - Capitalizacdo simples x capitalizagdo composta (n=1)

Capitalizagio Capitalizagio
n simples composta
RS 100,00 RS 100,00
RS 109,00 RS 109,00
R3S 118,00 R5 118,81
RS 127,00 R5 128,50
R3 136,00 RS 141 16
RS 145,00 RS 153,86
RS 154,00 RS 187,71
RS 163,00 RS 182 80
RS 172,00 RS 199,26
RS 181,00 RS 217 19
10 RS 190,00 RS 236,74
11 RS 199,00 F% 258,04
12 RS 208,00 RS 281,27

L T o A T O T P e

Fonte: Autoria propria

Os resultados obtidos na tabela anterior foram
representados no grafico a seguir. Observe que, o crescimento é
mais rapido quando o dinheiro € aplicado a juro composto. Perceba
que as capitalizagbes simples e composta sao iguais, para n=0 e
n=1.E o regime de capitalizagédo simples € menor que a capitalizagéo
composta para n>2.
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Grafico 1 - Capitalizagao simples x capitalizagdo composta (n=>1)
L LRI
[ =e i i]
B 20000 ._ —
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Fonte: Autoria propria.

Neste grafico, podemos ver que o juro composto cresce
exponencialmente, rapido e de forma com que o crescimento de
cada periodo é maior que o crescimento do periodo anterior. Ja o
juro simples cresce de forma sucinta, linear, onde o crescimento
de todos os periodos € igual. H4 um crescimento, por periodo, nas
duas capitalizagoes, porém um diferente da outro, sendo assim, o
juro a ser pago ou o rendimento a ser recebido, na capitalizagédo
composta, € maior que na simples.

Exemplo 19: Considere agora, que um capital de
R$100,00 foi aplicado a uma taxa de 90%a.a., por um periodo de
12 meses, onde a taxa € dada ao ano e o tempo como fragdes do
ano. Por exemplo, para encontrar o montante no 5° més, em ambos
os regimes de capitalizagéo, obtivemos da seguinte forma:

5} = 13750

Simples — M5 = 10.000 (1 +09x—

17

5
Composta — M s = 10.000(1 + 0,2)3F = 130,66
i

E assim, sucessivamente, os resultados obtidos foram
representados na tabela a seguir.
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Tabela 2 - Capitalizagédo simples X capitalizagdo composta (0<n<1).

Capitallzacio Capitallzacio
n simples cOmposta

1] 100 100
112 107 &0 105,48
16 115,00 111,20
14 122 50 117 41
13 130,00 123 86
B2 137,50 130,66
12 145,00 137 .84
T2 152,50 145,41
23 160,00 153,40
il 167 50 161,83
Al 176,00 170,72
11712 182 50 180,10
1 194,00 180,00

Fonte: Autoria propria.

Grafico 2 - Capitalizagao simples X capitalizagao composta (0<ns1).

200
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Fonte: Autoria propria

Podemos perceber que, neste caso, a capitalizacado
simples, para valores de 0O<n<I, é maior que o regime de
capitalizacdo composta. Nao é de se espantar, isso acontece para
que no periodo inteiro as duas capitalizagdes tenham o mesmo
valor, pois se o crescimento da composta fosse maior, ao final ela
continuaria sendo maior.
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4 Investimentos: Poupanga X Tesouro Direto

Ha diversos tipos de investimentos financeiros seja para
pessoas que visam poupar dinheiro, aumentar um patrimonio,
construir uma reserva financeira para casos de emergéncias e até
mesmo obter uma aposentadoria planejada. Mas antes, deve-se
pesquisar e saber se esta fazendo um bom investimento. Dentre
uma série de investimentos que temos, sera mostrado a seguir,
a poupanca e um titulo publico do Tesouro Direto. Para tanto,
serdo apresentadas algumas taxas e indices, a fim de melhor
compreensao de como funciona o mercado financeiro.

4.1 Taxas e indice

4.1.1 O indice do Ipca

O indice de pregos ao consumidor amplo (IPCA), é um
indice que foi criado com o intuito de medir a variagao de pregos do
mercado para o consumidor final. A importancia desse indice da-
se pela circunstancia de ter sido selecionado como o indice oficial
de inflacdo. Ele é medido pelo instituto brasileiro de geografia e
estatistica (IBGE), que utiliza dados de 11 regiées metropolitanas
do pais e baseia-se no custo de vida de familias que possuem renda
entre 1 e 40 salarios-minimos. Para essas medidas, sdo calculadas
as despesas como moradia, alimentagdo, saude, educacao,
transporte, vestuario, entre outros.

4.1.2 Selic

A Selic é a taxa basica de juros da economia no Brasil.
Sua sigla é a abreviagao de “Sistema Especial de Liquidagao
e Custddia”. A taxa Selic nada mais é que um sistema do banco

central para evitaro excesso de cédulas em circulagéo, a fim de
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controlar inflagdo. Ela é atualizada a cada 45 dias, sendo assim, o
comité de politica monetaria do Brasil realiza um total de 8 reunides
por ano para a definicdo dessa taxa. Atualmente, a taxa Selic é a
menor de todos os tempos.

4 1.3 Taxa referencial

A taxa referencial (TR) é calculada pelo Banco Central a
partir da taxa liquida média mensal dos certificados de depdsitos
bancarios (CDBs) com eliminagdo de uma taxa real associada a
ela, da seguinte forma:

1+TEF) .
R

A TR é utilizada na remuneracdo dos titulos da divida
agraria (TDA), dos recursos das cadernetas de poupanca e do

*rn:(

fundo de garantia do tempo de servi¢o (FGTS).
4.1.4 Taxa aparente e taxa real

A taxa aparente e a taxa real sdo duas taxas que andam
juntas. Como os préprios nomes ja indicam, a taxa aparente € uma
taxa que aparenta ser um valor que n&o €. Ja a taxa real, nada mais
é que, o desconto da inflagdo sobre a taxa aparente. Vejamos a
seguir um exemplo.

Exemplo 20: Foi realizado um investimento de R$1.000,00
e apos 1 ano o rendimento foi de R$200,00, possuindo ento,
R$1200,00 na conta.
Taxa aparente de rentabilidade:
L 200,00
fa = o000
Porém, suponhamos que a inflagdo durante aquele ano

—1=12-1=02=20%
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tenha sido de 6% a.a. A taxa real seria entao:

(1402 12

b= ar008 L 106

—-1=113207 -1 = 013207 = 13.21%

Portanto, podemos definir as seguintes formulas:

t, = i 1
= FD -
(1 +1,)
*=T+D
Ou ainda,
(1 +t, )=(1+t)(1+1)
Sendo:

t ataxa aparente

M o montante do periodo
C, capital inicial

t a taxa real

i a inflagdo do periodo

4.2 Caderneta de poupanca

A poupancga no Brasil, criada por Dom Pedro Il, € uma
aplicacao financeira que possui mais de 150 anos e que ainda
preserva algumas de suas caracteristicas originarias. A caderneta
de poupanga ganhou esse nome, pois no inicio eram utilizados
pequenos cadernos para anotacdes da quantidade de dinheiro
poupado e dos juros recebidos e que a finalidade de sua criagao
era oportunizar as classes mais pobres aplicar suas economias.

1861 — Dom Pedro Il cria a poupanca brasileira. Desde

sua criacéo, pagava juros de 6% ao ano.

e 1871 — Criada a lei que permite os escravos a

guardarem na poupang¢a dinheiros conseguidos
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através de doacobes, herancgas e rendas provenientes
de algum trabalho.

* 1964 - Criagao da “corre¢cdao monetaria”, como forma
de proteger a poupanga da inflagao.

e 1990 — Plano Brasil novo.

e 2012 — Reforma na rentabilidade da poupanca.

Em marco de 1990, Fernando Collor, Presidente da
Republica da época, anunciou o plano “Brasil Novo”, conhecido
hoje como “Plano Collor”. Em meio a tantas polémicas, uma delas
foi a retencdo da poupanca. Os correntistas que possuiam mais
de 50.000 cruzeiros em suas poupangas, teria seu dinheiro retido
pelo governo por um periodo de 18 meses, e apds o reembolso do
dinheiro, ele estaria corrigido a juros de 6% a.a. Esse bloqueio de
dinheiro, foi denominado como “confisco da poupanca”. Passados
os 18 meses, a promessa nao fora cumprida, sendo assim, o
dinheiro ndo fora devolvido aos correntistas.

Desde a corregdo monetaria de 1964 até a reforma de
2012, a aplicagao dispunha de um lucro mensal de 0,5% a.m. e
correcao monetaria dada pela Taxa Referencial. A partir de 4 de
maio de 2012, foi determinada uma nova regra para rendimentos
dos novos depoésitos. Quando a taxa Selic for maior que 8,5% a.a.,
o lucro, sera o mesmo de antes da regra, 0,5% a.m. + TR. Quando
a taxa Selic for menor ou igual a 8,5% a.a., o rendimento sera 70%
da taxa + TR. Os depositos que foram feitos antes da reforma,
continuam a render com a regra antiga.

Exemplo 18: Suponhamos que antes da reforma, em um
més e um ano qualquer, a taxa Selic anual tenha sido de 6,5% € a
TR 0,69%. Foi feita uma aplicagéo no valor de R$10.000,00. Depois
de um més, quanto tera rendido?

Como a data é antes da reforma, calculamos o rendimento
como 0,5%+TR, entdo:
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05 0,65
10000 0.5% + 10000=FR = 10030 T + 1000 % T e 50+ 6% = 119,00

Portanto, a rentabilidade desse dinheiro aplicado na
poupancga durante um més, foi de R$ 119,00.

Exemplo 19: Se esse dinheiro fosse aplicado sobre a
mesma taxa Selic, a mesma TR e o mesmo periodo, porém agora,
depois da reforma, quanto renderia a aplicagéo?

Como a data, agora, é depois da reforma e a Selic € menor
que 8,5%, entéo calculamos 70% da Selic + TR. Ou seja:

Tl xSelic = (4 b e = {1, 7065 = 000455
ST aae - o

70
10000 (ﬁ xse.!u:} + 10000 TR

= 10000x0,00455 + 10000x0,069 = 45,5 + 69 = 114,50

Na tabela abaixo, podemos observar quais os aspectos
positivos e negativos para fazer-se um investimento na caderneta
de poupanga.

Apesar do baixo retorno financeiro, a poupang¢a ¢ um dos
investimentos mais utilizados pelos brasileiros, talvez por falta de
conhecimento, inseguranga, ou por ser uma questao cultural do
Brasil.

4.3 Tesouro Direto

O Tesouro direto € um tipo de investimento financeiro,
onde o dinheiro aplicado € emprestado ao Governo Federal para
financiamentos de areas da educacido e da saude do Pais. Ao
investir seu dinheiro, vocé o recebe acrescido de juros, na data de
vencimento que é estabelecida no momento da compra do titulo.

Por ser totalmente garantido pelo Governo Federal, se trata
de um titulo seguro, independente da quantia investida. Os unicos
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riscos ocasionados pelo tesouro direto s&o o risco de mercado € o
risco de crédito.

O risco de mercado trata-se de uma perda por contado
preco dos titulos, no momento de uma possivel venda. Se vocé
adquire um titulo de longo prazo, e por uma necessidade, deseja
vender antes do vencimento, vocé devera aceitar o preco que
o mercado estiver pagando, no dia da venda, pelo titulo. Sendo
assim, vocé corre o risco de ter uma rentabilidade negativa. Por
isso, é de grande importancia que se compre um titulo de acordo
com o prazo que vocé pode investir.

Risco de crédito € o risco que se ocorre quando 0 emissor
do titulo, por motivos maiores, ndo consegue quitar suas dividas.
Uma espécie de calote, em que os economistas chamam de
default. Por ser o governo federal seu emissor, o risco de crédito &
minusculo, ja que, se acontecer, o governo pode aumentar impostos
para cumprir com suas dividas.

Sua rentabilidade esta de acordo com cada tipo de titulo
existente. Na hora da contratacao do titulo, o investidor sabe ou
nao a quantia que recebera de volta. Existem os titulos que o valor
a receber ja fica definido no ato da contratacado e existem titulos
que vao depender de taxas ou indices, como taxa Selic ou IPCA. A
rentabilidade deste investimento é maior que da poupanca.

Portanto, ao investir no tesouro direto, além do seu dinheiro
estar rendendo, vocé ainda esta contribuindo com o crescimento do
pais. A rentabilidade dos titulos do tesouro direto subdivide-se em
trés:

e Atrelados a inflagao: sdo papéis que pagam uma

taxa fixa mais o IPCA do periodo, por exemplo, 4,0%
+ IPCA.

* Prefixados: estes titulos possuem uma taxa anual

fixa, como 10% ao ano.

* Indexado a taxa Selic: como o nome ja diz, o Tesouro

Selic possui rendimento atrelado a taxa basica de juros.
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Dentre os varios tipos de titulos presente no tesouro direto,
iremos abordar o NTN-B Principal — Notas do Tesouro Nacional
série B Principal, que é o titulo onde sua rentabilidade depende
da inflagao oficial IPCA junto com a taxa de juros reais definida na
hora da compra. Sua rentabilidade varia até a data de vencimento
do titulo.

Segundo Hazzan e Pompeo (2014), podemos chamar
de 0 a data de emissao da NTN-B Principal e de n a data de seu
vencimento. Foi feita uma negociacdo em uma data m entre a data
de emissé&o e a data de vencimento (entre 0 e n). Sejam n,o prazo
em anos entre 0 e m e seja n, 0 prazo em anos entre m e n. Sejam
Jj, €, as taxas de inflagdo medidas pelo IPCA entre as datas 0 e m
e entre m e n, respectivamente e seja também r a taxa real anual
estabelecida pelo Tesouro Nacional na data da compra. Assim
teremos:

my s

e Ataxa acumulada de inflagdo entre 0 e n é dada por

jAC=(1+j1 )(1+]2 )_1

e Para o calculo do montante final de resgate, usamos a
férmula dos juros compostos que vimos no capitulo 3,
onde FV=PV(1+i)", porém i sera a taxa acumulada do
IPCA.

M=C, (1+],.)=C,(1+] )(1+],).

* Em cadadata m, caso ocorra uma negociagao do titulo,
o mesmo € vendido pelo valor atual de M, considerando
a taxa real anual r designada no ato da compra (ou
venda) e a taxa de inflagdo da data m até o vencimento
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(j,). Assim, o preco de venda (ou compra) € dado pelo
valor atual.

" Coll + J1)(1+ /5) » Call+ fy)
(A+ji)1+r™  (1+r)m

¥,
Vejamos um exemplo

Exemplo 20: Um NTN-B Principal foi emitido por R$
1.000,00 com o prazo de vencimento para 10 anos (120 meses,
contendo 21 dias uteis cada).

a) Depois de 4 anos, se a IPCA desde a emisséao for
26,25% e a taxa real de negociacao for de 5% a.a.,
qual sera o preco do titulo?

Entao temos: j = 26,25%, r = 5%a.a. e n,= 6 anos.
Aplicando a férmula mostrada anteriormente, temos:

_ LO0O(L +0,2625)(1 +J;) _ 1.000(1,2625) 12625

T AT A F005E  C (L05F 133 C hEenlo

b) Mais um ano se passou e o IPCA agora desde a
emissao é de 33,82% e taxa real de negociagao é de
3% a.a., qual sera o novo preco do titulo?

Temos entdo: ] = 33,82%, r =3% a.a.en,=5 anos.

_ 1.000(1 +0,3382) _ 1.000(1,3382)

ar 'I:l + U,ﬂ'j:P - {'1":13]5 = RB%1.154,34

Portanto, se um investidor comprou um titulo NTN no ano
4 por R$ 942,10 e vendeu um ano depois por R$ 1.154,34, sua

1.154.34 A
T 1= 2253%, eao

taxa aparente de rentabilidade foi de {; =
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fazermos as contas, podemos ver que corresponde a uma taxa real
det,. = 1= 15,59% . 0., pois a taxa de inflagdo do periodo

1,06
foi de (350 — 1) = 6%,

LI3EZ
1,2625

Desta forma, o investidor foi beneficiado pela reducao da
taxa real de juros do titulo. De modo contrario, se a taxa tivesse
aumentado para 7% a.a., por exemplo, seu preco seria dado por:

_ LDDO(1 +0,3382)  L000(1,3382)  1.338.20

ST +007)% (LO7)  1,4025517 Ry 954,12
Neste caso, sua taxa de rentabilidade seria apenas
:z:; — 1 =1,28%, o que daria uma taxa real negativa de -4,46%.

Assim, podemos observar que, se o investidor comprar o
titulo no ano 4 e mantiver até o vencimento, seu prego no final sera:

i 1.000{1.2625)(1 + f)
o= {LUEJ':'

= R$ 12625001 + )

Onde j é a taxa acumulada do IPCA do ano 4 até o
final. Portanto, da data do ano 4 até a data do ano 10, a taxa de

rentabilidade acumulada sera %— 1=0,03401(1+) -1

e a taxa real no periodo sera iﬁ-—% —1=34,10% no periodo de 6
anos, o que da uma taxa real anual de (1,3401)¢ —1=5% a.a.
Portanto, ao adquirirumaNTN-B Principal a certa taxa anual
e manté-la até o vencimento, o retorno financeiro sera exatamente
a taxa real anual do ato da compra e a correcdo monetaria pelo
IPCA do periodo. E claro que essa rentabilidade é bruta, precisando
deduzir dai, os encargos como o imposto de renda, taxa de estadia

etc.
Exemplo 21: Supondo que nos proximos 15 anos a taxa

anual de inflacdo seja sempre 4%a.a. e que cada més tenha 21
dias Uteis. Se uma NTN série B Principal for emitida por R$1000,00.
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Qual sera o valor de resgate?

_ 1000x(1 + 0,04)'*

Vis = TS = 1800,94
Ou seja, a taxa aparente de rentabilidade sera:
1 800,34 .z
'rn:e = 1000 -1 = 80%.

Ao considerar a taxa Selic atual, que é 6% ao ano, o
rendimento da poupanca esta em 4,2% ao ano (0,7x6%). Em
termos de ganho real, isto &, ao considerar a inflagdo acumulada
de 3,37%, o retorno efetivo é de apenas 0,83% no ano todo.

Ao fazer o calculo, na poupanga, vocé deixa de ganhar
quase o dobro que o Tesouro Direto pode oferecer ou até mesmo
perder para inflagdo. E, quando o valor for aplicado no médio ou
longo prazo, o efeito € ainda mais perceptivel, porque ele conta
com os juros compostos e taxas maiores.

Comparando o tesouro direto e a poupancga, podemos
perceber que o Tesouro Direto € mais vantajoso, pois a liquidez
dele é em D+1, ou seja, vocé solicita o resgate hoje e recebe no
outro dia, enquanto a poupancga, caso vocé resgate o valor antes
da data de aniversario da mesma, vocé nao recebe o ganho dos
juros daquele periodo. O tesouro direto praticamente ndo possui
risco de crédito, visto que é o governo quem € responsavel por
garantir o recebimento do mesmo, caso n&o seja possivel cumprir
com o crédito, 0 mesmo pode aumentar os tributos, dentre outras
medidas, ja a poupanca, como aconteceu na época do Collor, as
pessoas tiveram seus créditos confiscados. O titulo publico possui
uma rentabilidade melhor, visto que é atrelada a inflagdo, enquanto
a poupancga pode ter um rendimento negativo, por correr o risco
de ter um rendimento menor que a inflagdo. Portanto, ao obter
uma reserva financeira, € de grande importancia que se faga uma
selecdo de alguns tipos de investimento e se faga também uma
pesquisa, das taxas e atributos do mesmo, e os compare a fim de
verificar se este investimento € viavel.
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5 Consideragoes finais

Atualmente nos deparamos com a falta de conhecimento
em matematica financeira pela maioria das pessoas, nado se
organizam e nao planejam seus or¢camentos e finangas, seja na
hora de utilizar um financiamento ou na hora de poupar uma quantia.
Diante do cenario atual, onde a aposentadoria de muitos pode
estar comprometida, faz-se necessario buscar conhecimento sobre
matematica financeira e investimentos, para auxiliar na tomada de
decisao e gerenciamento de suas finangas.

Assim, o objetivo do presente trabalho foi apresentar
alguns conhecimentos basicos em matematica financeira, como
juros simples e juros compostos, fazendo uma comparacao entre
ambos e envolvendo com alguns conceitos de matematica. Visando
aplicar estes estudos, mostramos também a matematica financeira
por tras de alguns investimentos, como a poupanga e um dos titulos
publicos.

Acreditamos que a mesma deveria ser apresentada a toda
a sociedade, principalmente nas escolas, perante a necessidade
e importancia de se obter informacdes antes de realizar um
empréstimo, aplicar uma quantia e principalmente um planejamento
financeiro pessoal. Quando o professor faz um levantamento
da matematica envolvida nos calculos da capitalizacdo simples
e composta e tras para os dias atuais, torna a disciplina mais
interessante e prazerosa.

Como aplicagao, destacamos a poupanga, por ser o
investimento que a maioria dos brasileiros utiliza, talvez por cultura
ou por falta de conhecimento, pois se trata de um dos piores, em
termos de rentabilidade. E apresentamos informacgdes também
sobre os titulos publicos, este que podem ser obtidos direto no site
https://www.tesourodireto.com.br/. Abordamos a NTN-B Principal
que depende da taxa de inflagdo basica IPCA, e que tem um bom
rendimento. Mas ha uma infinidade de investimentos, que nao foram
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discutidos no trabalho, que também apresentam bons rendimentos
e podem ser explorados.
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1lintroducao

Mudancgas acontecem, & possivel observar isso por meio
dos acontecimentos dentro da Historia, ou por meio de um simples
dia de uma pessoa. Que as transformacgdes estdo entre nés é uma
afirmacgao verdadeira e que podemos perceber quando olhamos
para nés mesmos. Grandes mudangas geralmente levam tempo,
mas nao foi o que aconteceu com a pandemia da Covid 19.

O ano 2020 teve inicio com muitas incertezas, noticias
advindas de outros paises sobre um virus desconhecido que
tomou conta dos noticiarios e redes sociais. Duvidas sobre como
seria 0 ano comegaram a surgir relacionadas a diversas areas e a
pandemia ocorrida neste ano gerou realmente um grande impacto
em todo o mundo.

A pandemia que teve inicio na China em dezembro de 2019
chegou ao Brasil em fevereiro de 2020. Por onde passou realizou
diversas mudancgas que permanecerdo quando tudo acabar como
nas relagdes sociais, economia, politica, em todas as rotinas,
inclusive escolares.

Este artigo mostra a trajetoria da Covid-19 por meio de
uma cronologia dos acontecimentos e apresenta o Centro de
Midias de Sao Paulo-CMSP, que é uma ferramenta criada para
dar conta dessa situagao nas escolas como resposta da Secretaria

132 Revista Matematica e Educacao, (1) (11): 132-148, 2021



Uni-FACEF - Centro Universitario Municipal de Franca

da Educacao do Estado de Sao Paulo a esse momento inusitado
em que as aulas passaram a ser remotas, junto ao CMSP. Uma
das mudancas que ocorreram foi o inicio do utilizagdo do material
Aprender Sempre.

Este artigo tem como objetivo contribuir com futuras
pesquisas, para que com ele os pesquisadores encontrem algumas
das mudancgas que foram acarretadas pela chegada da pandemia
covid-19. O CMSP foi uma grande mudanga que a secretaria da
educacgao do Estado de Sao Paulo realizou na educacao.

Este trabalho esta dividido em trés partes, a segunda parte
fala sobre a Covid 19 e apresenta uma breve retomada sobre como
foi a trajetoria do virus; a terceira parte é sobre o Centro de Midias
de Sao Paulo, nela sera possivel ver o que é o CMSP, para quem
€ destinado, quais seus objetivos, entre outras informagdes e a
quarta parte apresenta o novo material “Aprender Sempre”.

2 Covid 19

No Brasil, em janeiro de 2020, os meios de comunicacao
comecgaram a divulgar casos no mundo sobre um virus ainda
desconhecido. Inicialmente haviam algumas pessoas infectadas na
China e haviam informagdes de que possiveis obitos poderiam ter
sido causados por conta dessa infeccgao.

Ali comecgara uma preocupagdo, pois com o crescente
desenvolvimento da humanidade e com a globalizagéo, é possivel
perceber que os paises estdo mais interligados, seja remotamente
ou fisicamente. As viagens por conta de turismo, viagens a negécios
e outras colocavam os meios de transporte urbanos, as linhas
férreas e aéreas em observacéo, pois algo que surge em um lugar
do mundo, hoje é faciimente transportado.
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2.1 Sobre Coronavirus

Ha alguns anos ouvimos falar sobre a familia de virus
coronavirus, pois em 2002 existiu uma epidemia que percorreu 29
paises, alguns estudos foram realizados para uma possivel vacina.
Em 2016 ja se tinha uma vacina pronta que combatia o Sars 2002
e MERS 2012, mas quando se teve o controle da epidemia o
investimento para as pesquisas foi cortado.

Em 2002, na Provincia chinesa de Guangzhou, um
virus desconhecido causou o surto de uma doenca
potencialmente letal. Os cientistas chamaram de Sars
(sigla em inglés para sindrome respiratoria aguda grave).
Mais tarde, descobriu-se que o patdégeno causador da
doenga € um coronavirus que se originou em um animal
e se espalhou entre os seres humanos. Mas a epidemia
de Sars foi controlada e o estudo das vacinas contra o
coronavirus foi abandonado. Anos depois, em 2012, outro
coronavirus perigoso, o Mers-Cov, ressurgiu, causando
uma doenga respiratéria grave, a Mers (sindrome
respiratéria do Oriente Médio), que se originou em
camelos e se espalhou para os seres humanos. (NAVAS,
2020, UOL).

De acordo com o Ministério da Saude ha uma grande
familia do coronavirus em varias espécies de animais, como:
camelos, gado, gatos e morcegos. Raramente esses virus atacam
0s animais, mas podem atacar os seres humanos, como por
exemplo, MERS-CoV e SARS-CoV. A propagacgao do virus SARS-
CoV-2, mais conhecido como COVID-19, iniciou-se em Wuhan
na China. O COVID-19 pode apresentar uma variagdo no quadro
clinico que vais de infec¢des assintomaticas a graves.

Os sintomas mais comuns sao: tosse, febre, coriza, dor
de garganta, dificuldade para respirar, perda de olfato, alteracao
do paladar, disturbios gastrintestinais (nauseas/vémitos/diarreia),
cansaco, diminuicdo do apetite e dispneia (falta de ar). Os sintomas
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podem variar de um simples resfriado a uma Sindrome Gripal-SG,
que é quando existe um quadro respiratorio agudo. A transmissao
ocorre por meio do aperto de maos contaminadas, goticulas
de saliva, espirro, tosse e por meio do contato com objetos ou
superficies contaminadas.

Para evitar a contaminagdo, as recomendacgdes sdo que
a populacédo lave as médos com agua e sabdo constantemente,
que nado encoste nos olhos, boca ou nariz sem antes ser realizada
a higienizagdo das méaos, é sugerida a utilizacdo de lengo ou da
propria roupa para cobrir uma tosse ou espirro.

Os 6rgaos de saude pedem que as pessoas permanegam
em casa, e orientam que quando for necessario sair mantenham
distancia de pelo menos um metro das outras pessoas. Tornaram
0 uso da mascara obrigatorio por meio de leis e constantemente
lembram a importancia de ficar saudavel em um momento como
este, como ter uma boa alimentagao e dormir bem. Até o momento
da escrita deste artigo, estudos e testes clinicos sao realizados
para a imunizacao e tratamento.

2.2 Trajetoria do virus pelo mundo

A seqguir sera apresentada a trajetoria do virus pelo
mundo até a chegada no Brasil, a tabela tem a funcao de facilitar a
visualizagao das informagdes tiradas da aba “noticias” encontrada
no site gov.br, que é o site do governo do Brasil. As informacdes da
tabela tém o objetivo de mostrar desde os primeiros casos na China
em dezembro de 2019, até o primeiro caso no Brasil em fevereiro
de 2020.
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Data
08/12/2019  Primeiros casos Pneumonia em hospital de Wuhan/China.
30/12/2019 Notificagdo para OMS Foi realizada uma estatistica dos casos da
“pneumonia de causa desconhecida”.
03/01/2020  Ministério da “pneumonia de causa desconhecida” na China.
Satide detecta Brasil pede informacdes a OMS.
Solicitagao de
esclarecimento
05/01/2020  1° Comunicado da OMS 44 casos de “pneumonia de causa desconhecida”
relacionada ao Mercado de Frutos do Mar de
Wuhan/China.
09/01/2020  Identificacao do virus Divulgado o cédigo genético do coronavirus na
China.
10/01/2020  Monitoramento Comité de Monitoramento de Eventos do Ministério
da Saude é acionado.
16/01/2020  Boletim Epidemiolégico Ministério da Salde publica a primeira informacéo
sobre o que se sabia sobre a doenga.
20/01/2020 OPAS/OMS Reunido para alinhamento da estratégia
internacional de resposta.
21/01/2020  1° Boletim Risco moderado.
Epidemiolégico da OMS
22/01/2020  Ativacdo do COE-nCoV  Comité de OperagGes de Emergéncia (COE) é
ativado em nivel 1 de alerta, sem casos suspeitos.
27/01/2020  1° caso suspeito Alteracédo do COE para nivel 2 (perigo iminente)
com mudanca na definico de caso.
28/01/2020  OMS altera Organismo admite erro e eleva risco para “alto”.
posicionamento
30/01/2020  ESPII OMS declara Emergéncia Internacional.
31/01/2020  GEI-ESP Acionado o Grupo Executivo Interministerial.
03/02/2020 1. Emergéncia Brasil declara Emergéncia de Saude Publica de
Nacional Importancia Nacional (ESPIN).
2. 1 Reunido GEI Realizada primeira reunido do Grupo Executivo
ESPII Interministerial em Saude Publica (GEI-ESPII).
04/02/2020  Projeto de Lei Ministério da Saude envia Projeto de Lei ao
de Quarentena Congresso Nacional.
04 e Congresso Nacional Legislativo aprova lei sobre quarentena.
05/02/2020  aprova Projeto de Lei
05/02/2020 Brasil realiza missdo para repatriamento de 34
brasileiros que viviam na cidade de Wuhan, na
China.
06/02/2020  CIT sobre o coronavirus  Reunido na Comissao Intergestores Tripartite (CIT)
sobre o coronavirus com secretarios de satde dos
Estados e capitais.
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07/02/2020  Sancionada Lei de Presidente da Republica sanciona Lei de

Quarentena Quarentena
» Ministério da Saude e Fiocruz realizam capacitagio
técnica de representantes de 9 paises das Américas
do Sul e Central para diagndstico laboratorial do
coronavirus
* Operagdo Regresso - Decolagem de Wuhan com
destino ao Brasil (inicio da quarentena).

09/02/2020 Chegada ao Brasil dos
58 envolvidos na
Operagao Regresso

19/02/2020 Brasil apresenta agdes para enfrentamento ao
coronavirus durante reunido dos ministros da Saude
do Mercosul em Assuncéo, no Paraguai.

21/02/2020 Ampliacdo para mais sete paises em alerta para
casos suspeitos da doenca, além da China.

23/02/2020 Os brasileiros repatriados, que estavam de
guarentena na base militar de Anapolis (GO), séo
liberados.

24/02/2020 Ampliagdo da lista de paises em alerta para casos

suspeitos para mais 8 paises, totalizando 16 paises.

26/02/2020 Confirmado o primeiro caso de coronavirus no
Brasil, em S&o Paulo.

Fonte: Tabela elaborada pelas autoras com informacgdes do site gov.br.

Por meio da tabela acima é possivel observar que os
paises tentaram correr contra o tempo, mas o virus se espalhou
rapidamente, em dois meses o0 que era considerada uma gripe
desconhecida se tornou pandemia e com muitos casos de dbitos.
Em fevereiro de 2020 a preocupacao ja era compartilhada entre os
brasileiros, e foi quando o primeiro caso no Brasil foi diagnosticado.

2.3 Chegada do virus no Brasil

Segundo Vargas e Lindner (2020), o primeiro caso de
covid-19 constado no Brasil foi em 26 de fevereiro, (foi pedido
para que todos os Estados verificassem os o6bitos por sindrome
respiratdria aguda grave deste ano, para que se fosse o caso de
mudar a data do primeiro caso).

De acordo com Albuquerque (2020) a chegada do virus
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causou preocupacao e medo, mas os especialistas explicam que
se as recomendagoes indicadas fossem seguidas nao teria grandes
consequéncias.

Com a chegada do virus ao Brasil, diversos lugares
pararam de funcionar. Os estados decretaram, cada um com suas
diferentes formas, como deveria ser a quarentena, pois 0 governo
federal autorizou aos governadores dos estados a decisdo de como
deveria acontecer. Com isso boa parte da populagao brasileira
comecou a ficar em casa, pois as regras determinadas por grande
parte dos estados foram para que iniciasse o distanciamento
social, fazendo com que assim funcionassem apenas servicos
considerados essenciais a vida.

2.4 Como foi a chegada da informagao do novo virus nas escolas
da rede estadual de Sdo Paulo

No dia 28 de fevereiro, as escolas do estado de S&o Paulo
receberam o comunicado externo conjunto (SAGESP/SAINTER/
COPED/EFAPE) N2 23/2020, que tinha o objetivo salientar a
importancia da informacao e formacao da rede estadual sobre
0 coronavirus. Em seguida algumas acdes preventivas foram
passadas, como os cuidados com higiene, formas de contagio e
sintomas para que assim nao houvesse desinformacao.

Ficou estabelecido que de 02 a 06 de marco haveria
mobilizacdo da rede estadual para que as discussbes sobre
prevencao acontecessem. As diretorias de ensino, as escolas e o0s
estudantes deveriam se organizar em relagdo as atividades que
aconteceriam durante os dias, para que assim as informacgoes
fossem divulgadas. Com o documento orientador para o dia D
de prevengdo ao coronavirus e o cronograma para a semana de
prevencao, foi possivel desenvolver as atividades estipuladas para
essas datas.

Por meio das orientagdes do governo, houve a suspensao
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gradual das aulas na semana dos dias 16 a 20 de mar¢o, foi pedido
para que os alunos que tivessem condicdo ficassem em casa,
diminuindo assim as chances de contagio do Covid-19. Foi possivel
notar que a maioria dos alunos, até 18 de margo, conseguiram
aderir ao distanciamento social.

Foi compartilhado por meio das midias das escolas a
Pagina 18 da Executivo - Caderno 1 do Diario Oficial do Estado
de Sao Paulo (DOSP) de 19 de margo de 2020, que entre outras
informacdes, apontou sobre a importancia do afastamento social e
como ele deveria acontecer, levando em consideracéo as medidas
de protecdo a serem seguidas e como as atividades deveriam ser
realizadas para o aprendizado dos alunos. A partir do dia 23 de
marco houve a suspenséo total das aulas.

3 CMSP- Centro de Midias da Educacéao de Sao Paulo

O bloco “0 que é o centro de midias da educacédo de
Sao Paulo” explica que o CMSP é uma iniciativa da Secretaria da
Educacdo de Sao Paulo que tem como objetivo contribuir para
a formacgao dos profissionais da rede e ampliar a oferta de uma
educacao mediada por tecnologia aos alunos de uma forma que
seja alinhada com o século XXI e inovadora.

Ainda é possivel ler que por conta do periodo que a
sociedade passa atualmente, de distanciamento social devido a
Covid 19, com as aulas presenciais suspensas, o CMSP vem ao
encontro para apoiar os professores e alunos nessa conexao.

3.1 Sobre o CMSP

Para que as aulas fossem ministradas, criaram o Aplicativo
Centrode Midias SP, em que hainteragcao continua entre professores
do CMSP com os alunos da rede estadual de Sao Paulo, formacgao
para os professores da rede, treinamentos, local para a gestao das
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escolas entre outras finalidades.

*° Centro de Midias SP

!I'.:.. IP.TV « Educagao
o B> Instalado

Fonte: Visualizagao do aplicativo por meio da Play Store.

Segundo o site da Secretaria da Educacdo do Estado
de Sao Paulo “A internet utilizada durante o uso do aplicativo é
custeada pela prépria Seduc e ndo sera descontada dos usuarios”,
ou seja, todo acesso e por tempo ilimitado ao aplicativo do Centro
de Midias SP nado tem custo para os usuarios, assim os alunos
que nao tém acesso a internet, por meio de dispositivos mobiles e
internet moéveis conseguem ter acesso ao aplicativo.

O Centro de Midias de Sao Paulo utiliza diversas redes
sociais como o Facebook — mostrado a seguir-, Instagram,
Twitter, além de ter conta no Youtube que é uma plataforma de
compartilhamento de videos e por meio de alguns canais da TV.
Em todos os videos e compartilhamentos, os responsaveis estao
a disposicao dos usuarios, tiram duvidas e explicam quaisquer
problemas que surgem no decorrer do uso do app.
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Fonte: Pagina oficial do CMSP no Facebook.

No site, quando clicado no menu — canto superior direito-
entre todas as abas que aparecem, ha a aba chamada “Perguntas
e Respostas” nela é possivel encontrar um documento com 67
perguntas e respostas que tém o objetivo de auxiliar os alunos
e professores que utilizam a plataforma, como é possivel fazer
download do documento, 0s usuarios conseguem se necessario
acessa-lo sem internet.
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Fonte: Plataforma CMSP.

Entre as perguntas estda uma que interroga o que é
o aplicativo, em resposta & possivel ler que foi um app criado
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para auxiliar no processo de ensino aprendizagem por meio de
tecnologias, fazendo com que fosse possivel assistir e participar
das aulas e que o conteudo passado nele também €& apresentado
pela TV.

Outra pergunta foi sobre quantos alunos podem acessar
o CMSP simultaneamente, em resposta € possivel ler que a
ferramenta pode ser acessada por até 400 mil alunos e que
pretendem posteriormente aumentar esse numero para 1 milhao.

Podemos extrair das respostas que o aplicativo esta
disponivel para Android e iOS e que ele oferece diferentes canais
de transmissdo por séries, canais de treinamento para gestores
e professores e espagos em que os professores conseguem se
comunicar por meio de texto e video com os alunos, entre outras
informacoes.

Por meio da plataforma do Centro de Midias Sao

Paulo € possivel ter acesso aos dias e horarios, referente aos anos
e séries, que as aulas sdo apresentadas no aplicativo e na TV.
Abaixo é possivel encontrar a tabela com essas informacgodes.

& A | Ensndg Fundamenial S o Sendn Sasg. @ Seuim
CThiN} = {I'Elhd-fa- OR300 - (8RDD
HEsHISE EHL 10
T #ren | Ensno Fundamenial Gag a.Smd.a- S = Smda
IIE\‘H]I}- 'I1h'|:!- 000 = TR
HEFAISE ik i ha0
B &na | Ensino Fundamensal Eag FR i e, & Sedn
l:Eh-lE - 1 2hiD 10h30 - 12000
REFRISE Sha0 - 1Thes
&' A&ned | Ensnn Fundamanzal 5:.; n-Emm B, & Barta
14-I'H]E-—1Hh15 14hi00— 15h30
REPRISE s
1° Sari | Ensingd Kcia Siﬂ ] Sil:lﬂ Sy a Seda
1-1-”5-—”“:!.‘-‘ 15830 — 17 R
EOAISE
2 Séne | Ensno W &gnﬁm S Sada
1‘|'h-I]tr- 18h15 1Thih = tRh30
EFRISE 5 - tohan
3 Surie | Ensing bécka Eeg a Setn Sog. a Sent
1ThAE = 20D 1ERED = 20h00
HEFRIEE CEhoo f1his
E.l8, = Ensing Fundamental 2 Soxia T @ Tl
1Bh00 — 21h3D A0h00 - 21h30
Edd = Ensing RMecko By @ Bendmy Sog., Qua. o B,
15hal — 31h30 000 = 21h30

Fonte: Plataforma do site CMSP 2020.
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3.3 Bob

Segundo Lucchesi e Silva et.al (2020) “Chatbots sao
agentes de conversacao, ou melhor, aplicativos inteligentes que
simulam a conversacdo como se fossem seres humanos”. Sao
softwares desenvolvidos com o objetivo de sanar duvidas frequentes
para diversos assuntos.

E a inteligéncia artificial que trabalha em um chat, com
forma de um didlogo pré-definido entre o programa de computador
e o usuario. E possivel ver esses assistentes virtuais em diversos
sites e plataformas, por meio da criatividade as empresas
desenvolvem animagbes para que eles tenham rostos e que os
usuarios se sintam acolhidos.

Bot, abreviagdo de robot, sdo softwares desenvolvidos
para imitar agdes humanas, repetidas vezes, e simular
uma interagdo humano-computador. Os primeiros bots
eram mais simples e com pouca interagdo. Atualmente,
eles fazem uma analise prévia de necessidades do
usuario para auxilia-lo com uma interacdo de forma mais
natural possivel (CARVALHO E CARVALHO, 2020, p. 72).

Bob é o assistente virtual da plataforma Centro de Midias
SP, é possivel ter acesso a ele logo na pagina inicial. A seguir sera
mostrado como fica o display de um desktop quando a plataforma
CMSP ¢ acessada, fazendo com que no centro da tela, no botéao
azul “Tire suas duvidas com Bob!” seja possivel clicar, abrir o chat e
iniciar um bate papo com o Bob, pois o botdo tem o chat fixado na
parte central da tela que segue a rolagem da pagina.
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E possivel acessar o site também por meio de mobiles,
com a diferenca de que nos desktops somente é possivel passar as
duvidas prontas clicando nas setas, por meio dos mobiles é possivel
com o Touch screen apenas passar as duvidas para o lado que
desejar, podendo assim escolher as questdes que poderdo melhor
responder a cada usuario, a seguir serdo mostrados os displays de
um desktop e de um mobile.

Displays

MIDEILE

Fonte: Plataforma CMSP.
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Quando alguma pergunta ndo programada € feita, as
respostas que pode-se obter por meio do didlogo com Bob s&o:
“Sorry, | didn’'t understand”, “Por favor, escolha uma das opcoes
abaixo:”, “infelizmente, esta opcdo ainda nao esta disponivel.
Esperamos oferecé-la muito em breve” e “Posso te ajudar em algo
mais?”.

E possivel perceber uma grande evolugéo, pois segundo
Junior e Carvalho “Os primeiros bots eram mais simples e com
pouca interacdo. Atualmente, eles fazem uma analise prévia de
necessidades do usuario para auxilia-lo com uma interagao de
forma mais natural possivel”.

4 Aprender sempre: apostila que complementa, retoma e
reforca

Como dito anteriormente, as aulas sado transmitidas por
algumas midias sociais e ficam disponibilizadas para o acesso
do publico no Youtube, além das aulas foram disponibilizados e
enviados para as escolas alguns materiais complementares e
aqueles que ja eram de costume.

As apostilas “Aprender Sempre” foram enviadas para as
escolas nas areas de Portugués e Matematica para auxiliar os
professores na inclusdo das competéncias socioemocionais bem
como é explicado na introdugéo das apostilas do professor:

Diversas pesquisas na area da Psicologia e Educacéao,
ja sinalizam a relagéo de simbiose no desenvolvimento
de competéncias socioemocionais e cognitivas, e por
isso a importancia de sua articulagdo no ambiente
escolar para a formagédo integral dos educandos.
Partindo dessa premissa, o objetivo da proposta aqui
apresentada é contribuir para a integragéo dos processos
de aprendizagem das habilidades curriculares, apoiando
o docente na reflexdo para o planejamento do aspecto
socioemocional em suas aulas. A partir dessa perspectiva
- considerando a urgéncia em expandir nossos olhares
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para a integracdo de competéncias cognitivas e
socioemocionais na recuperacdo de aprendizagens - 0
conjunto das sequéncias de atividades aqui descritas
oferece um suporte adicional aos estudantes para
promover as aprendizagens essenciais ao percurso
educacional. Ao longo dos bimestres, essas aprendizagens
serao desenvolvidas - com apoio do Centro de Midias -
em suas aulas e pelas demais atividades escolares nao
presenciais (APRENDER SEMPRE, p.3, 2020).

Este material foi preparado para servir de apoio tanto aos
estudantes quanto aos professores neste momento de pandemia,
é dividido em duas partes, portugués e matematica e conta ainda
com atividades que tém o objetivo de ampliar os conhecimentos,
aprender mais sobre a COVID 19 e a criacdo de uma rotina de
estudos.

Em 2020 a apostila Aprender Sempre teve o intuito de
fazer uma revisdo dos anos anteriores, por exemplo, a apostila do
terceiro ano do Ensino Médio traz contetdos de todos os anos no
Ensino Fundamental e do primeiro e segundo ano do Ensino Médio.
Como se pode encontrar na capa dessas “o objetivo é garantir que
vocé continue aprendendo”.

No ano de 2021 essa apostila veio para ajudar na retomada
das habilidades essenciais que os alunos deveriam ter adquirido
no ano anterior e que talvez pela modalidade a distancia tivessem
algumas dificuldades. Devera ser trabalhada no primeiro bimestre
a apostila para que ajude os alunos a relembrar e aprender as
habilidades essenciais do ano anterior.

5 Consideragoes finais

A Pandemia COVID-19 trouxe inUmeras mudancas, desde
o interior das casas das pessoas até estabelecimentos privados e
reparticdes publicas. Tirou o que era a maior liberdade das pessoas,
respirar livremente. Mas, com todas as mudangas e perdas que
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fora e sao presenciadas neste momento, o mundo precisou mudair,
nao por escolha, mas por necessidade.

Como escrito no inicio deste artigo, foi apresentada uma
revisdo sobre a Covid-19 que se deu por meio de uma cronologia
dos acontecimentos, descrevendo desde o inicio da doenga, como
se alastrou pelo mundo, seguido de sua chegada ao Brasil.

A partir desta apresentacdo do inicio da pandemia, os
fatos que se seguiram foram os dos atos tomados pela secretaria
do Estado de Sao Paulo com a implementagcado do uso do Centro
de Midias Sao Paulo. Este trabalho explicou o que é o CMSP,
apresentou quais sdo as perguntas e respostas que as pessoas
mais procuram sobre ele, explicou o que € Bob e quais suas fungoes
e ainda mostrou como sdo os displays — desktop e mobile — quando
estdo acessados no site do CMSP.

E por ultimo, mas ndo menos importante, apresentou o
Aprender Sempre, material impresso e entregue pelas escolas
criado pela secretaria do estado de S&o Paulo para auxiliar aos
alunos no estudo remoto e assim dar suporte e promover as
aprendizagens.

Como citado anteriormente, este artigo objetivou contribuir
com pesquisas futuras, que foquem na trajetéria da Pandemia
COVID-19 e como a educagao do Estado de Sao Paulo se adaptou.

Referéncias

ALBUQUERQUE, Peter de. A chegada do Covid no Brasil. Disponiv-
el em: <https://www.med.puc-rio.br/notcias/2020/3/27/a-chegada-
do-covid-no-brasil>. Acesso em: 23 de novembro de 2020.

APRENDER SEMPRE. Disponivel em: <https://efape.educacao.
sp.gov.br/curriculopaulista/wpcontent/uploads/sites/7/2021/01/
Orientac% CC%A70%CC%83es%20para%20CSE%20
com%20Aprender%20Sempre%20Volume%201%20-%20
Matema%CC%81tica.pdf>. Acesso em 27 de janeiro de 2021.

CADERNO 1 DO DIARIO OFICIAL DO ESTADO DE SAO PAULO
(DOSP). Jusbrasil: Disponivel em: <https://www.jusbrasil.com.br/

Revista Matematica e Educacao, (1) (11): 132-148, 2021 147



Uni-FACEF - Centro Universitario Municipal de Franca

diarios/288230064/dosp-executivo-caderno-1-19-03-2020-pg-18>.
Acesso em 23 de novembro de 2020.

CARVALHO JUNIOR, Ciro Ferreira de; CARVALHO Rejane Souza
dos Anjos de. Chatbot: uma visdo geral sobre aplicagbes inteli-
gentes. In: Revista Sitio Novo. Disponivel em: <https://sitionovo.
ifto.edu.br/index.php/sitionovo/article/view/140>. Acesso em 15 de
dezembro de 2020.

CENTRO DE MIDIAS DAEDUCACAO DE SAO PAULO. Disponivel
em: < https://centrodemidiasp.educacao.sp.gov.br/ >. Acesso em
15 de dezembro de 2020.

CENTRO DE MIDIAS DA EDUCACAO DE SAO PAULO - PER-
GUNTAS E RESPOSTAS. Disponivel em: <https://centrodemidi-
asp.educacao.sp.gov.br/downloads/cmsp-perguntas-e-respostas.
pdf>. Acesso em 15 de dezembro de 2020.

CORONAVIRUS: como o mundo desperdicou a chance de produzir
vacina para conter a pandemia. Disponivel em: <https://www.uol.
com.br/vivabem/noticias/bbc/2020/04/10/coronavirus-como-o-mun-
do-desperdicou-a-chance-de-produzir-vacina-para-conter-a-pan-
demia.htm>. Acesso em 09 de novembro de 2020.

LUCCHESI, lavana Lima; SILVA, Anita Raquel da; et al. Avaliagéao
de um chatbot no contexto educacional: um relato de experién-
cias com metis. In: Revista Renote — Novas Tecnologias na Edu-
cacao. Disponivel em: <https://www.seer.ufrgs.br/renote/article/
view/85903/49294>. Acesso em 15 de dezembro de 2020.

MINISTERIO DA SAUDE. Disponivel em: <https://coronavirus.
saude.gov.br/linha-do-tempo/>. Acesso em 09 de Novembro de
2020.

MINISTERIO DA SAUDE. Disponivel em: <https://coronavirus.
saude.gov.br/sobre-a-doenca>. Acesso em: 09 de Novembro de
2020.

SECRETARIA DA EDUCACAO DO ESTADO DE SAO PAULO.
Disponivel em: <https://www.educacao.sp.gov.br/aprenda-acessar-
o-aplicativo-centro-de-midias-sp>. Acesso em 15 de dezembro de
2020.

VARGAS, Mateus; LINDNER, Julia. Primeiro caso da Covid-19 no
Brasil é do fim de janeiro, diz o Ministério da Saude. Disponivel
em: <https://saude.estadao.com.br/noticias/geral,primeiro-ca-
so-da-covid-19-no-brasil-e-do-fim-de-janeiro-diz-ministerio-da-
saude,70003258394>. Acesso em: 23 novembro de 2020.

148 Revista Matematica e Educacao, (1) (11): 132-148, 2021



Uni-FACEF - Centro Universitario Municipal de Franca

TEORIA DOS NUMEROS E CRIPTOGRAFIA

Allyson da Silva Garcia
Licenciado em Matematica — Uni-FACEF

Prof?. Ms. Leticia Faleiros Chaves Rodrigues
Mestre em Matematica Universitaria docente do Uni-FACEF
leticia@facef.br

1 Introducao

A palavra criptografia vem de criptos, que em grego
significa escondido, oculto, combinada com grafia, ou escrita. Ou
seja, a criptografia, consiste em ocultar mensagens por meio de
técnicas e chaves. Desta forma, uma informacao nao-cifrada que
€ enviada de uma pessoa (ou organizagao) para outra € chamada
de “texto claro”. Cifragem é o processo de conversao de um texto
claro para um codigo cifrado e decifragem é o processo contrario,
de recuperar o texto original de um texto cifrado.

A criptografia é tdo antiga quanto a escrita, ela vem sendo
desenvolvida a milhares de anos, no comecgo usando caneta e
papel, chamada de criptografia classica. Mas com o passar do
tempo e com o avango da tecnologia, criando maquinas mecanicas
e eletromecanicas, puderam desenvolver criptografias ainda mais
complexas, como no século XX que foi criada a maquina de rotores
enigma, que foi um ponto chave para o avango da criptografia. Essa
maquina servia tanto para criptografar quanto para descriptografar
enigmas, usada na Europa durante a guerra, pelos aleméaes, ficou
famosa por sua fama de ser facil de se usar e sua indecifrabilidade,
mas como sabemos Alan Turing conseguiu quebrar o codigo e
desvendar as mensagens dos aleméaes, e esse feito é geralmente
tido como o que ocasionou o fim da segunda guerra mundial.

Essa maquina contava com 5 (cinco) rotores, mas s6 3
(trés) eram utilizados, os alemaes escolhiam quais rotores seriam
utilizados mensalmente, além disso esses rotores contavam com
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26 anéis, e para descriptografar as mensagens, precisavam saber
quais as posicdes possiveis desses 26 anéis. O operador ainda
precisava saber a posicao inicial de trés posicdes, no fim temos o
total de seis setilhndes de codigos possiveis.

A matematica aplica-se em diversas areas, inclusive na
criptografia. Assim o trabalho visa, revisar conceitos da Teoria dos
Numeros e aplica-los na criptografia. Desta forma, no segundo
capitulo, serdo abordados alguns conceitos da matematica, como
divisibilidade, congruéncia, numeros primos, dentre outros.

No Terceiro capitulo, sera apresentada a cifra de
transposicéo, esta que altera uma letra ou simbolo para outra que
esteja em sua frase ou texto, de uma forma linear e repetida.

Em seguida, no quarto capitulo, falaremos da cifra de
substituicdo, onde as letras de seu texto ou frase sofrem uma
rotagdo que o proprio cifrador estipula, tanto para se criptografar e
descriptografar.

E por fim, no quinto capitulo, mostraremos outro método de
criptografia, amplamente utilizado na transmissao segura de dados.
A criptografia RSA é baseada na dificuldade pratica da fatoragdo do
produto de dois numeros primos.

2 Teoria dos numeros

A origem da teoria dos numeros propriamente dita tem sido
atribuida aos gregos, Pitagoras e seus discipulos foram os primeiros
a classificar os numeros inteiros, como, pares, impares, primos,
compostos entre outros. Para o estudo sobre criptografia, sera
necessaria a compreensao de congruéncia Linear, divisibilidade,
nameros primos, entre outros conceitos dentro da Teoria dos
Numeros que sera descrito a seguir.

150 Revista Matematica e Educac&o, (1) (11): 149-178, 2021



Uni-FACEF - Centro Universitario Municipal de Franca

2.1 Divisibilidade

Definigcao 1: Na divisibilidade dois numeros se dividem
quando um numero inteiro qualquer é igual a multiplicacao de
outros dois numeros inteiros quaisquer, dessa forma se “a” e “b”

sao inteiros, diz que “a” dividi “b”, se existir um “c” tal que b=axc.

@0

Logo se “a”, “b” e “c”, séo inteiros, a|b e b/c, entédo a|c.

Demonstracdo 1: Como a|b e b|c existem inteiros “x,” e
“x,” com b = x xa e c = x,xb. Substituindo o valor de b na equagéao
¢ = x,xb teremos ¢ =x,x x, x a, pois b = x,xa, logo de dividir tudo por
c, teremos E = w entdo implica que a|c.

Exemplo 1: Como 5|25 e 25|50, entdo 5|50.

Preposicéo 1: Se a, b, ¢, m e n sdo inteiros, c|a e c|b entdo
c|(m +n,).

Teorema 1: A divisdo tem as seguintes propriedades:

{1} nn

(2] din — adlan

(3 adlanea+=0—-dn
4} 1jn

(5} n|0

6) dnenmn =0 —|dl = |n|

7y dmenld— |dl=|n|

nji
=

B dned=0-=
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ALGORITMO DA DIVISAO

Dado dois numeros inteiros “a” e “b”, com b>0, existe um
unico par de inteiros q e r tais que:

a=gb+r.com@ <r<bh (T‘—"'ﬂ L bﬂ’rﬂ)

Q é chamado de quociente e r de resto, na divisdo do

([P l]

inteiro “a” pelo inteiro “b”.

MAXIMO DIVISOR COMUM

O maximo divisor comum de dois inteiros a e b (a ou b
diferente de zero), denotado por (a, b), € o maior inteiro que divide
lia” e “b”-

Teorema 2: Seja d o maximo divisor comum de a e b,
entao existem inteiros “n,” e “m,’" tais que d =n,a + m b.

Teorema 3: Teorema fundamental da aritmética. Todo
inteiro maior que 1 pode ser representado de maneira Unica (a
menos da ordem) como um produto de fatores primos, ou seja,

= M Mpe " L

Onde cada p, € um numero primo e a,> 0.

Definigcao: Dois naturais m e n dizem-se primos entre si se
mdc (m,n) = 1 (diz-se também que m é coprimo de n).

Para dividir um nimero composto em seus primos, comecga
dividindo-o pelo menor primo possivel, e assim sucessivamente,
sempre em ordem crescente. Por exemplo, 56 e 45 fatorado
(dividido em seus numeros primos) ficariam assim:

56
— =23
2z
E}:Z =23x2
2
56 = 2Ix2
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Como 23 e 2 sdo numeros primos a fatoragcao termina,
entdo os numeros primos que dividem o 56 s&o os numeros (23,2).
Ja para o numero 45

45
— =18
3

=
(4]

Il
@

| r.-.'-|

Logo:
45 = 15=3

15 = 5x3

5=1=5

Sabendo disso, pode-se trocar o 15 por sua multiplicagao
em fatores primos para obter todos os primos que dividem 45, entao
se tem:

45 = 5x3x3

Portanto, os numeros primos que dividem o numero 45
sao (5,3,3).

Apesar de parecer simples, quando se tem numeros
grandes, ha uma grande dificuldade para fazer esta fatoragao,
tornando um processo dificil e demorado.

2.2 Congruéncia

A congruéncia € um conceito que nos mostra algo que se
coincide ou é correspondente, por exemplo, dois numeros inteiros
sdo congruentes quando deixam o mesmo resto na divisdo por
outro numero inteiro qualquer, assim dizendo um numero inteiro “a”
e um numero inteiro “b” esses dois numeros s6 serao congruentes
se deixarem o mesmo resto em uma divisdo por um numero inteiro
“m”, a notac&o seria; a=b (modm).
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Exemplos 2:
24 =4 (mod 10) Pois 4 € o resto da divisao de 24 por 10.
24 =14 (mod 10) Pois 24 e 14 deixam o mesmo resto na divisao por
10.
10 =1 (mod 9) Pois 1 é o resto da divisdo de 10 por 9.

Para se resolver alguma congruéncia que nao mostra
o divisor pode-se usar uma Funcgdo, supondo que se tem,
10 =2 (modx), no qual “x” € um numero que dividi 10 e tem resto 2,
pode-se usar tentativa e erro ou essa anotacgao.

Sabe-se que o resultado de uma divisao se da na
multiplicacao do divisor com o quociente mais o resto e isso sera
igual ao dividendo. Olhando a congruéncia sabe-se que o 10 é o
dividendo e o 2 é resto, logo a incégnita “x” sera divisor, portanto, o
quociente sera um inteiro qualquer, e ficasse entdo com a seguinte
equacgéo:

10=xxq+2
Agora somando o inverso aditivo do 2 nos dois lados da equacao:
10-2=xxq+2-2
Isso resulta na seguinte equagao:
8=xxq

Logo os inteiros “x” e “q” tem que ser multiplos de 8.

Definigdo 1: Se “a” e “b” sdo inteiros dizemos que “a” é
congruente a “b” médulo m(m>0) se m|(a-b). Denotamos isto por
a=b(mod m). Se m ndo dividi (a-b) dizemos que “a” é incongruente
a “b” modulo “m” denotamos que @ # bimod m).

Exemplo 3: 11=3 (mod 2) pois 2|(11-3).Como 546 e 6=17-
11 temos que 17#11 (mod 5).

Preposicao: Se “a” e “b” s&o inteiros, temos que
a=b (mod m) se, e somente se, existir um inteiro k tal que a=b+km.
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Para congruéncia se “a”, “b”, “m” e “d” sdo inteiros, e m> 0,
as seguintes sentencgas s&o verdadeiras:

1. a = a (mod m)
2, Sea = bimod m), entio b = a(mod m)

3. Sea =bimodm) el = dimod m), entioa =
dimod m)

Se“a”, “b”, “c” e m séo inteiros tais que a=b (mod m), entao.

1. a+¢c= b+ c(mod m)

2. a—c¢=bh—cimod m)

= ac = be(mod m)

Se “a”, “b”, “c”, “d” e “m” s&o inteiros tais que a=b (mod m)
e c=d (mod) entio:

1. T+ c = b+ dimod m)
2. a-c=b-dimodm)

3. ac = bd{mod m)

Exemplo 4:

5=2 mod (3)
Pois a divisao de 5 por 3 deixa um resto 2.
Exemplo 5:

5 =7 mod(2);

Pois 2 € o resto da divisdo de 7 por 5.

Exemplo 6:
5 =2 mod(3);

Pois 2 é o resto da divisdo de 5 por 3.
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2.3 Congruéncia linear

Chamamos de congruéncia Linear em uma variavel a uma
congruéncia da forma ax=b (mod m) onde x € uma incognita.

E facil de verificar que se x, € uma solucao, isto e, ax,=b
(mod m) e x,=x, (mod m) entéo x, também & solug&o. Isto & ébvio,
pois se x,=x, (mod m) entdo ax,=ax,=b (mod m).

Uma equacao da forma ax+by=c, onde “a”, “b”, e “c” séo
inteiros, € chamada equagdo diofantina linear. (0 nome vem do
matematico grego Diofanto).

2.4 Funcgao totiente de Euler

A funcgao totiente de Euler também conhecida de funcéo
tociente, ou funcgao phi (¢), na teoria dos niumeros se da pelo numero

natural “x” que é relacionada a quantidade de nimeros menores ou
igual a x e os co-primos com respeito a ele. Matematicamente:

plx)=neEMn=<xa mdcinx)=1}

Essa expressao significa que o totiente de x € igual ao
conjunto “n” pertencente aos naturais, tal que, “n” seja menor ou
e para o mdc (n,x) tem que ser igual a 1.Diz-se que dois

nameros sao co-primos quando o unico divisor deles € o numero

igual a “x

1, ou seja, quando o mdc (n,x)=1, assim podemos usar a funcao de
Euler para determinar os co-primos.

Por exemplo, ¢(10)=4, pois 1,3,7,9 s&o co-primos com 10.
Um outro exemplo, ¢(1)=1, pois 0 mdc(1,1)=1.

Teorema 4: Para p primo e “@” um inteiro positivo temos.

@) =p-p"’
Exemplo 7: ¢(4) = ¢(2?) = 22-21 = 2, ¢(27) = ¢(33%) = 33-32

156 Revista Matematica e Educac&o, (1) (11): 149-178, 2021



Uni-FACEF - Centro Universitario Municipal de Franca

Teorema 5: A fungédo ¢ de Euler é multiplicativa, isto &,
@(mn) = @(m)e(n) para (m,n)=1.

Teorema 6: Para n = p;Mp;"py™ . p.", onde cada p, &
um nuamero primo e a,>0. Temos,

pim) =n(1 _Jn_l.) (1- %} -1 —i}.

eir) =nip; — 1)(pz — 1) ..(p, — 1).
Esta formula, também pode ser escrita como,

o [ [(1-1

i
Sendo que este produto varia apenas sobre os primos

distintos p que divide n.

Ou

Portanto, dados os primos p e q € n = pq, facilmente

achamos ¢(n), pois
o(n) = (pq) = eP)e(@) =(p-1)(q-1)

Nos préximos capitulos, veremos trés aplicagdes dos
conceitos aqui mencionados dentro da Teoria dos Numeros no
ramo da Criptografia, como a Cifra de César, de Substitui¢cdo e por
fim RSA.

3 Cifra de Transposicéo

A cifra de transposicao consiste em embaralhar as letras,
formando uma espécie de anagrama. E um método muito eficaz, pois
quando se embaralhas letras cria-se um alto nivel de seguranca, no
qual ficara muito dificil de alguém ler a mensagem, mas também
dificultara para o receptor da mensagem. Por esse motivo, a forma
de embaralhar as letras tem que ser combinada pelo remetente e
pelo destinatario, para que os dois possam conseguir se comunicar
secretamente sem a intervengao de terceiros.

Logo, a cifra de transposi¢cao procede a mudanga de cada
letra (ou outro qualquer simbolo) no texto a cifrar para outro (sendo a
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decifracao efetuada simplesmente invertendo o processo). Ou seja,
a ordem caracteres é mudada. Matematica trata-se da aplicagcao de
uma fungao bijetora para cifrar e da respectiva funcao inversa para
decifrar.

A forma mais simples de se usar esse método se chama
“cerca de ferrovia”, consiste em escrever a mensagem original em
colunas, em seguida, faz se uma linha imaginaria que dividira a
mensagem em duas partes, parte superior e parte inferior, alternando
as colunas de ambas as partes, a mensagem sera criptografada.

Exemplo 1: A frase “Teoria dos numeros”

Tabela 1: Cifra de Transposi¢ao
T E & R | A D OC 8 N U ME R OQ 8

Fonte: Proprio autor.

Divide-se a frase que sera criptografada em colunas,
e conta quantas colunas essa frase proporcionou (que sera
a quantidade de letras que a frase contém). A frase “Teoria dos
numeros” contém 16 letras, logo se passa uma linha imaginaria no
meio dividindo a frase em duas partes iguais ambas com 8 letras,
a parte superior € a inferior. Logo, tem se a frase e a posicao das
letras, conforme a tabela abaixo.

Tabela 2: Numerando a frase “Teoria dos nimeros”

= A D U M E R © 8§

"‘ .l R Ll - o S [ A b i b i B S i -

Fonte: Préprio autor

Para criptografar usa-se a seguinte analogia, as letras das
extremidades que nocasosaoo“T"e0“S” que estaorespectivamente
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na primeira 1° e na ultima posicdo 16°, permanecerao nessas
posicdes, ja o restante sera alterada, chama-se as letras da segunda
posicao 2° até a oitava posicao 8° de parte “A”, e as letras da nona
posicao 9° até a décima quinta posicdo 15° de parte “B”. Assim,
tomando a primeira letra da parte “A”, que no caso é a letra “E”, o
mesmo ocupara a primeira posicao da parte “B”, ou seja, a nona
posicao. Em seguida, a letra da posi¢do seguinte a “E”, que no
caso € a letra “O” ocupara a posigao de “E”, assim sucessivamente,
conforme esquema abaixo,

E (2° posicao) — 92 posicao (1?2 posicao da parte B)

O (3° posicao) — 22 posigao

R (4° posicao) — 102 posigao (22 posigcao da parte B)

| (5° posigao) — 32 posigcao

A (6° posicao) — 112 posicao (32 posicao da parte B)
D (7° posi¢cao) — 42 posigao

O (8° posicao) — 122 posigao (42 posicao da parte B)
S (9° posi¢ao) — 52 posigao

N (10° posicédo) — 132 posicao (52 posicao da parte B)
U (11° posigao) — 62 posicao

M (12° posigao) — 142 posicao (62 posigao da parte B)
E (13° posigéo) — 72 posigao

R (14° posicédo) — 152 posicao (72 posicao da parte B)
O (15° posicao) — 82 posigao

Os resultados estdo na tabela a seguir, com as novas
posicoes.
Tabela 3: Cifragem final

1"' F ol L S H - N G - o 1 ek gt R L ol | L

Fonte: Préprio autor
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Assim, a frase “TEORIA DOS NUMEROS” criptografada
pelo método de transposicdo “cerca de ferrovia”, seria
“TOIDSUEOERAONMRS”.

Agora para descriptografar faz se o processo inverso que
foi feito para criptografar, divide-se novamente em duas colunas
diferentes.

e - - -~
F T T T .
i DR == 1 o LIESRT 1 B

Tabela 4: Decifrarem

1T 2 3 4 58 T o8 @ 10° 11 12° 13 14° 150 18

Fonte: Proprio autor

Primeiro pega-se a segunda letra da coluna “A” que
ocupara a posicao seguinte (terceira posicao) e a primeira letra da
parte “B” ocupara a segunda posi¢cao, depois a terceira letra da
parte “A” ocupara a quinta posi¢do e a segunda letra da parte “B”
ocupa a terceira posicao. Assim sucessivamente. Dessa forma:

2° posicao « “E” 92 posigao (12 posicao da parte B)
3° posicao « “O” 22 posicao

4° posicao «— “R” 102 posig¢ao (22 posigao da parte B)
5° posicao « “I” 32 posicao

6° posicao «— “A” 112 posicao (32 posi¢ao da parte B)
7° posicao « “D” 42 posicao

8° posigao « “O” 122 posigao (42 posicao da parte B)
9° posicao « “S” 52 posicao

10° posigcao « “N” 132 posicao (52 posicao da parte B)
11° posigao «— “U” 62 posigao

12° posigao « “M” 142 posicao (62 posigao da parte B)
13° posicao « “E” 72 posigao

14° posicao « “R” 152 posicao (72 posicao da parte B)
15° posicao «— “O” 82 posicao
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As posicbes 1 e 16 continuaram iguais pois foram
permanecidas nas posigcdes quando a frase foi decifrada. Logo
volta-se a ter a frase descriptografada “TEORIA DOS NUMEROS”.

Matematicamente percebe-se que para cifrar, as letras
que ocupavam as posi¢des pares, foi adicionado 16 (que é o total
de letras da frase) e em seguida dividido por 2. Ja as letras que
ocupavam as posi¢des impares, soma-se 1 e divide por 2. Assim, a

funcao para cifrar as letras da palavra “Teoria dos numeros”, seria,
x+ 16

—— xpar

=144

2

X impar

Ou seja, a letra “E” que estd na segunda posi¢ao
216

ocupara a posicdo 9, pois f{2} =

fA)==4 f&) =21, ..

E para decifrar, usamos a fungao inversa,

=4, e assim por diante

r2x—Lx=48
ﬁﬂ_[zx—lﬁ,x::ﬂ

Ou seja, a letra “O” estd na segunda posigdo, assim
ocupara a 32 posigao, pois f(2)=2.2-1=3, e assim sucessivamente.

Vimos como usar a cifra de transposigao para criptografar e
descriptografar uma frase cuja quantidade de letras é par, veremos
a seguir o caso quando a quantidade de letras for impar, onde o
procedimento é analogo, mas a parte superior tera uma letra a mais
que a parte inferior.

Exemplo 2: A frase “EU AMO MATEMATICA”
Se contar a quantidade de letras vera que esta frase tem

15 letras, portanto uma quantidade impar de letras. Logo, ao montar
aspartes com as letras da frase teremos

Revista Matematica e Educacao, (1) (11): 149-178, 2021 161



Uni-FACEF - Centro Universitario Municipal de Franca

Tabela 5: Transposicdo com quantidade impar

E U A WM O M A T E M A T I ©C A

e 2* @ & B B P & P Ir 1 1F 4 15

Fonte: Préprio autor

Dividindo em duas partes, parte “A” e “B”, a parte superior
sera a parte “A”, como ja dito a mesma ficara com uma coluna a
mais que a outra, entdo a parte “A” tera 8 letras e a parte “B” 7.

Ficando dessa forma:

Tabela 6: Dividindo em coluna

A2 W A T B Th BT 90 A0UIERU42Y 12t R

Fonte: Proprio autor

Agora é sO usar a mesma analogia que foi utilizada na
criptografia de uma frase com numero par de letras (trocando as
letas da coluna “A” para a

“B” e da coluna “B” para a “A”) mas como € uma quantidade
impar de letras, deve-se lembrar que a ultima posicado também
mudara de lugar e a primeira posi¢cao da parte A, permanecera fixa,
alternando as demais. Assim, temos a frase cifrada na seguinte
tabela.

Tabela 7: Cifragem com quantidade impar

; - - S IS N AR A R N 1 L & bt Il il s oy

Fonte: Proprio autor

A frase “EU AMO MATEMATICA” criptografada se tornaria
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‘EAOAEAIAUMMTMTC”.

O processo de decifragem €& o inverso da cifragem,
divide novamente em parte “A” e parte “B”, no qual a parte “A”
sera a parte superior, entdo tera uma letra a mais que a parte
inferior, e em seguida traz-se de volta as letras para seus devidos
lugares, conforme esquema abaixo. Sendo que a Unica letra que
permanecera em sua posicao sera a primeira. Assim,

-Letra da Posicao 9 —22
-Letra da Posigéo 2 —32
-Letra da Posicao 10 — 42
-Letra da posigéao 3 — 52
-Letra da posicao 11 — 62
-Letra da posigédo 5 —72
-Letra da posigcédo 4 —82
-Letra da posigao 12 —»92
-Letra da posi¢cao 13 —102
-Letra da posigcao 6 —112
-Letra da posigcao 14 —122
-Letra da posig¢ao 7 — 132
-Letra da posicao 15 —142
-Letra da posigao 8 —»152

Dessa forma consegue-se a decifragem da frase e retorna-
se a frase original “EU AMO MATEMATICA”.

4 Cifra de César

Conta a histéria que Julio César imperador romano, usava
uma cifra para mandar mensagens codificadas para seus generais,
a fim de impedir que estas mensagens fossem lidas por qualquer
inimigo que a conseguisse interceptar.

Ele e seus generais tinham um acordo de trocarem cada
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letra redigida pela letra que estivesse 3 vezes a frente, e para cada
espaco entre as palavras, se colocava um simbolo representando
onde comecaria a outra.

Exemplo:
Tabela 8: Cifra de César
I M P E R Ao D O R R O M A N O

Fonte: Préprio autor

Para codificar-se a frase “Imperador Romano” pela cifra de
César, usamos o alfabeto:
A;B;C,D;E;F;G;H; I, J;K;L; M; N; O; P; Q; R; S; T; U; V; W; X;
Y: Z

Desta forma, para cada letra contida na frase, troca-se
pela letra que esta 3 “trés” vezes a frente, mas deve-se levar em
consideracdo que a rotacao de 3 letras a frente € um exemplo
e pode-se usar diferente quantidades de rotagdo. Tém-se que a
primeira letra da palavra imperador € o ‘I’.
A;B;C,D;E;F;G;H; I; J;K;L; M; N; O; P; Q; R; S; T, U; V; W; X;
Y; Z.

Percebe-se que a letra que esta 3 casas a frente do “I” é a
letra “L”. Logo troca-se a letra “I” pela letra “L”, a “M” por “P” e assim
sucessivamente, até que se tenha codificado toda a frase.

Tabela 9: Codificada com Cifra de César
L P 58 H UDIGIRWU®®#% URPD QR

Fonte: Préprio autor.

Entdo, a frase “IMPERADOR ROMANO” codificada pela
cifra de César ficara dessa forma “LPSHUDGRU#URPDQR”,
sendo que para demonstrar o espaco entra as palavras foi usado o
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simbolo “#”.

Desta forma, sabe-se que a cifra de César consiste em
deslocar n casas a direita, neste exemplo adotou-se n=3, mas
pode-se escolher qualquer valor para n, e como o alfabeto contém
26 letras. Sera trabalhado com congruéncia modulo 26. Ou seja,
se tomasse n=28, equivale a usar n=2, que seria trocar a letra
do alfabeto por duas letras a direita, pois tem-se 28=2 (mod 26).
Tomando, entdo, n=3, tem-se a seguinte relagao para codificar:

Tabela 10: Letras com rotagdo n=3

LETRA A BE C D E F G H | J K L M

CFRA D E F G H I 4 K L M N O P

Fonte: Proprio autor

Tabela 11: Letras com rotagao n=3

IETRA N O P Q R 8§ T U ¥V W X Y Z

CFRA Q@ R § T U ¥V W X ¥ Z A B C

Fonte: Préprio autor
Por exemplo, a palavra UNI-FACEF codificada, seria:
XQL-IDFHI
Para decifrar um texto, basta olhar a letra na linha da cifra
e depois o correspondente na linha superior. Ou ainda, trocando

a linha superior pela inferior da tabela anterior, e organizando em
ordem alfabética novamente, tem-se a seguinte tabela para decifrar:
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Tabela 12: Continuagao com rotacdo n=3

CFRA A B C D E F G H I J K L M

LETRA X ¥ £ A B C O E F G H I J

Fonte: Préprio autor

Tabela 13: Continuagao com rotacdo n=3

LETRA N O P Q@ R 5 T U VvV WX Y Z

CFRA K L M N © P @ R 8 T UV W

Fonte: Préprio autor

Pode-se perceber, ao analisar esta ultima tabela, que
a parte inferior esta deslocada em 23 posi¢cbes com relagdo a
superior. Ou seja, quando se cifra a mensagem usa-se n = 3, e
para decifra-la usa-se n = 23. Vé-se facilmente que a soma é 26,
que é o numero de letras do alfabeto. Pode-se dizer entao que para
cifrar, desloca-se o alfabeto em n casas, e para decifrar, desloca-se
o alfabeto em 26 — n casas.

Agora, matematicamente vé-se como ocorre a Cifra de
César. Primeiramente, a cada letra associa-se um nimero, chama-
se esta sequéncia de numeros de cédigo numérico associado ao
texto original. O processo de mudanca de letras para numeros é
chamado codificagdo, assim como a mudanca de numero para
letras é a decodificacao.

Tabela 14: Numeracao das Letras

A B i ] E F | H | J K L M

i 2 3 4 & ® F ® 8 W 11 12 13

Fonte: Proprio autor
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Tabela 15: Numeracgao das letras

N 0O P @ R &5 T U ¥V W X ¥ 7
4 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 2B

Fonte: Proprio autor

Cada letra esta associada a sua posicdo no alfabeto.
Assim, a Letra A esta associada ao 1, a letra B ao 2 e assim por
diante. Logo, a codificagdo da palavra UNI-FACEF ficaria entdo da
seguinte forma:

Tabela 16: Numeros que representam as letras

u M I - F A c E F

21 14 a - & 1 3 5 3]

Fonte: Proprio autor

Para cifrar a palavra UNI-FACEF, usa-se b= 3 (sempre
é bom lembrar que nao é regra usar a rotagdo como 3, pode-se
usar qualquer outra quantidade de rotacdo), ou seja, adiciona-
se 3 unidades a cada numero, e logo depois, transformam-se os
numeros em letras, tem-se:

Tabela 17: Codificando

24 17 12 - 9 4 (3] [i] 9

X Q L - 1 o F H I

Fonte: Préprio autor

Logo, a cifra de UNI-FACEF, seria XQL-IDFHI. Para
decodificar, usa-se o0 mesmo processo, lembrando que para decifrar,
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a formula sera 26-b casas, e teria novamente a palavra Uni-FACEF.

Considere, por exemplo, a palavra cifrada VIYHZ,
considerando b=7. Ou seja, ela foi cifrada, com um deslocamento
de 7 casas e para decifrar, precisa-se adicionar 26-b=26-7=19 aos
numeros correspondentes da palavra VIYVB. Primeiramente tem-
se,

VIYVB — 229258 26
Adicionando 19 unidades a cada numero, obtém-se,
41 28 44 2745

Repare que ndo se tem uma letra correspondente para os

numeros 41, 28 e 44. Mas, sabe-se que
41=15 (mod 26)
28=2 (mod 26)
44=18 (mod 26)
27=1 (mod 26)
45=19 (mod 26)

Logo, tem-se:

15218119

Que correspondem as letras

OBRAS

Conclui-se entao, que a palavra VIYHZ é a palavra OBRAS
cifrada.

Note que, adiciona-se19 unidades a cada numero, mas
pode-se subtrair 7 numeros, pois 19 = -7 (mod 26), e assimtambém
ia se ter:

VIYVB~ 22925826 -152181 19

Generalizando estes resultados, considerando a tabela de
letras numeradas, onde tem-se que A=1, B=2, e assim por diante
até Z=26, totalizando 26 letras. Quando se cifra um texto original
com um deslocamento de n casas, tem-se:

C = (x+n) mod 26

Onde, x representa o codigo numérico do texto original,

C o cédigo numérico do texto cifrado e n o numero de casas
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deslocadas, com 1 <n < 25.

Analogamente, para decifrar, tem-se que encontrar o
cbdigo correspondente a x, assim obtém-se:

C = (x+n) mod (26) < (x+n) = C mod( 26)
Ou seja,
X = (C-n) mod 26 & x = C+(26-n) mod (26).

Logo, pode-se perceber que para decifrar, basta subtrair n

casas ou adicionar (26-n) casas.

Exemplo 8: Codificando a seguinte frase “EU QUERO
FORMAR?”, usando n=9, temos

Tabela 18: Exemplo Codificacao

LETRAS COD Cod+s  Soma  Restodiv Resultedo  Posigio
¥ chave C
E =] S+o= 14 14 mod(26) 14 W
u 21 F4B= 30 30 mad{26) 4 )
# ] ] = H ] ]
Q 17 T+3= 28 26 mad(26]) 28 £
U H 21+8= 30 30 mad[26) 4 ]
E & o= 14 14 mod(26) 14 W
R 18 15+a= 27 27 mad[26) 1 A
a 16 5+8= 24 24 mod[26) 24 X
i E o [ H ] o
F ] G+3= 15 15 maef (26 15 0
0 18 15+8= 24 24 mod[26) 24 X
R 18 18+8= 37 27 mad(26) 1 A
i 13 1.3+Hm 2 2Z rnod [ 26) 22 W
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A 1 1+3= 10 10 mad [ 26) 0 J

] 18 18+0m 27 27 mod(26) 1 A

Fonte: Proprio autor

Assim, a frase “EU QUERO FORMAR”, cifrada é WD
ZDWAX OXAVJA.

A cifra de César é uma cifra facil, € bem simples de ser
descodificada nos dias de hoje, podendo usar a forga bruta, que
seria a contagem letra por letra, caso saiba-se que se trata de uma
cifra de César e também se saiba a quantidade de rotagéo de cada
letra.

5 Criptografia RSA

A criptografia RSA é um dos primeiros sistemas de
criptografia de chave publica, e é usada para transmissao segura
de dado. O nome RSA vem das iniciais de seus criadores (Rivest-
Chamir-Adlem), os trés ganharam o prémio Turing de 2002 gracgas
ao algoritmo RSA, o qualé, um dos mais conhecidos, seguros e
utilizados métodos de criptografia, especialmente em transacoes
bancarias e comerciais.

O método RSA usa duas chaves, uma publica e outra
privada, a primeira chave respectivamente, qualquer pessoa
pode sabé-la, qualquer pessoa podera utiliza-la para codificar
qualquer mensagem. A outra chave s6 uma pessoa tera, logo so
ela conseguira decifrar qualquer codigo criptografado com a chave
publica.

Por exemplo, se deseja entregar uma mensagem
criptografada pelo método RSA para alguém, basta entregar a
chave privada da codificacdo para esta pessoa, que qualquer
mensagem criptografada pela chave publica correspondente, ela
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conseguira decifrar.

Para poder utilizar a criptografia RSA, precisamos de dois
parametros: dois numeros primos, que chamaremos de p e q. Para
codificar uma mensagem, precisamos conhecer o produto de p e q,
que chamamos de x. Para decodificar uma mensagem, precisamos
conhecer p e q. Se o numero primo escolhido for suficientemente
grande, aumenta a dificuldade para decifrar a criptografia RSA.
Assim, a criptografia RSA é uma das mais seguras.

5.1 Pré-codificacéo

Vimos que na criptografia de substituicao e transposigao
comega-se criando uma tabela numerando as letras do alfabeto,
na criptografia RSA diferentemente das outras, o comego sera
numerado ndo pelo numero 1 como de costume, mas sim pelo
numero 10, logo temos somente numeros com dois algarismos na
tabela, para nao se ter ambiguidades, por exemplo:

Tabela 19: Codificando com RSA
A B i D E F = H | J (14 L X ]

N O P G R g T N O WX Y | E

14 15 186 17 18 19 3 N 22 |3 24 3B XN

Fonte: Préprio autor

Se a tabela comecgasse pelo numero 1, a letra “A” seria
dada pelo niumero 1 e a letra “B” pelo numero 2, portanto se alguma
mensagem tivesse as letras AB teria entdo o numero 12, mas a
letra “L” também seria dada pelo numero 12 como é visto na tabela
acima, logo a propria pessoa que iria criptografar ou decifrar se
confundiria.
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Por conta desse motivo é indicado que a tabela comece
pelo numero 10 para nao ocorrer desacertos na criptografia.
Entdo a tabela ficaria dessa forma:

Tabela 20: Sem ambiguidades
& B C O E F G H | J K L #

0 11 12 12 4 15 16 17 48 18 20 29 X

N © P Q@ R 5 T u v W X ¥ Z

2 M 25 2 2T 2 M W M 32 3 M 35

Fonte: Préprio autor

No texto, substituiremos o espaco entre duas palavras pelo
namero 99. Por exemplo, a frase “Amo Matematica” é convertida
em:

1022249922102914221029181210

A estratégia usada para a escolha dos dois primos que
sao multiplicados é simples: quanto maior mais eficaz sera sua
codificagao e a sequéncia numérica formada por alguma palavra,
devera ser quebrada em blocos, de modo que sejam numeros
menores que X.

Os blocos podem ser escolhidos de varias maneiras
diferentes, mas alguns cuidados devem ser levados em conta:

1. Os blocos nao podem comegar com 0;

2. Os blocos em que a mensagem foi quebrada nao
podem corresponder a nenhuma unidade linguistica:
palavra, letra ou qualquer outra.

No primeiro caso, evita problemas na hora de decodificar e
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no segundo caso, evita a decodificagdo por contagem de frequéncia.

Entdo, tomando os numeros primos 13 e 17 para a
aplicacdo da RSA, logo p=13 e g=17.Para determinar a chave
publica e privada, multiplicaremos os dois primos, achando um

“y,”

numero inteiro “x”.
= F}Cq

¥ =13=17

=221

O préximo passo é “quebrar” a sequéncia de numeros
encontrada
Anteriormente em blocos, de modo que eles sejam
numeros menores que x. Por exemplo, se escolhermos p = 13 e
q = 17, entdo x = 221. A mensagem convertida acima pode ser
quebrada nos seguintes blocos:
102-22-49-92-2-10-29-142-210-29-18-12-10

5.2 Codificagao

Para codificar uma mensagem, vamos precisar de dois
inteiros positivos x e e, tais que e seja inversivel modulo (n), ou
seja, mdc (e,x)=1, ou seja, x corresponde a quantidade de numeros
naturais entre 0 e x - 1, que sao primos com x. Além disso, vamos
utilizar a fungéo de Euler

o(x) = (p-1) (g-1)

O par (x,e) sera chamado de chave de codificacdo do
sistema RSA.

Seja b, um bloco que queremos codificar. Sabendo que b
é um inteiro positivo menor que x. Chamaremos o bloco codificado
de C(b), e sera calculado da seguinte forma:

C(h) = resto da divisio de b* por x
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Ou seja, C(b) é a forma reduzia de b* médulo x.

Assim, se p=5 e =3, temos x=15, ou seja,
P15 ={5-1)x(3-1)
@(15) = (4)=(Z)

@(15) =8

Agora, tem que encontrar um numero “e” que seja co-
primo de ¢(15), logo o mdc (¢(x),e)=1.

Sabe-se que o0 ¢(15) € 8, logo se tem que achar um
numero “e” cuja o unico divisor de 8 e “e” seja o 1, para obté-lo
pode-se ir tentando sequencialmente, comegando pelo menor
numero, lembrando que o numero “e”
Assim, comecgando com 2, temos:

mdc (8,2)=2%1

Veja que o numero “e” ndo pode ser o 2, pois o mdc entre 8

tem que ser diferente de 1.

e2éonumero 2enéoo 1, entdo passa-se para o numero seguinte,
para a escolha do candidato ao “e”, e=3.
mdc (8,3)=1

O numero 3 atende aos requisitos, mas poderia continuar
calculando para achar qualquer primo menor que ¢(15) cujo
mdc(p(x),e)=1.

Para a codificacado da frase “Amo matematica”, sera usado
p=13 e g=17, ou seja, x=221. Assim, ¢ (221) =(13-1) (17-1) =192 e
podemos escolher e=5 que € 0 menor numero primo para que mdc
(192,5) = 1. Temos que a sequéncia numérica correspondente a
frase “amo matematica” é:

102-22-49-92-2-10-29-142-210-29-18-12-10

Desta maneira, o bloco 102 da mensagem codificado se
transforma no resto da divisdo de 102° por 221. Como 102°= 85
(mod 221), temos entdo C(102) = 85. O bloco 22, ficaria 22°= 133
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(mod 221), entdo C (22) = 133. Dessa forma podemos codificar toda
a mensagem acima. E o resultado obtido é:
85-133-121-79-32-108-139-194-55-139-18-207-108

5.3 Decodificacao

Para decodificar um bloco da mensagem codificada,
necessitamos dos numeros x e o inverso de e mod ¢ (x), que
chamaremos de d. O par (x,d)sera denotado chave de decodificagao.

Seja a um bloco da mensagem codificada, entdo D(a) sera
o resultado do processo de decodificagao

Dia) = o resto da diviio de a” por x

ou seja, D(a) é a forma reduzida de a? modulo x.
Para calcular d, basta conhecer ¢(x) e “e”, e usar o algoritmo
euclidiano estendido, se mdc (¢(x),e)=1, entdo ¢(x) . a+e . b=1.

Considerando o exemplo anterior, temos ¢ (221)=192 e e=5. Logo,
192.a+5.b=1<192.(-2)+5(77) =1

Donde obtemos que, 5. (77) = 1mod (192). Logo o inverso
de 5 moédulo 192 é 77. Assim, para decodificar o bloco 5 da
mensagem codificada, achamos a forma reduzida de 10277 médulo
221. Como 8577= 102 (mod 221), chegamos ao bloco inicial, que é
102.

Note que se b € um bloco original da mensagem, temos
que ter D(C(b)) = b, ou seja, decodificando um bloco codificado,
temos que encontrar o bloco correspondente da mensagem original.

6 Consideragoes finais

A matematica se faz bastante presente no cotidiano das
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pessoas, € muitas vezes nem percebemos, um exemplo disso é
a congruéncia, que é bastante utilizada na criptografia, esta que é
muito importante na seguranga da transmissao de dados. Assim,
no decorrer do trabalho aplicamos conceito de teoria dos nimeros
em diferentes modelos de criptografia.

A Cifra de César é uma das mais simples e conhecidas
técnicas de criptografia, fazendo parte inclusive de métodos mais
complexos. N&o é exigido grande conhecimento em matematica,
visto que, esta técnica faz uso de uma aritmética simples. A
desvantagem de utilizar a criptografia de César é a falta de
seguranga que ela apresenta, pois se uma pessoa interceptar
uma mensagem e souber ou perceber que foi criptografada com
uma cifra de deslocamento, torna-se facil, decifra-la, mesmo que
nao saiba qual é a quantidade a deslocar (a chave); basta tentar
todos os deslocamentos possiveis até que o texto decifrado possa
fazer sentido como um texto comum. E para um alfabeto de 26
caracteres, soO € preciso tentar apenas 25 deslocamentos.

Ja a cifra de transposicao, também apresenta um método
simples de cifragem, fazendo uso de uma funcao bijetora para
cifrar, e da funcdo inversa para decifrar. Mas apresenta um nivel
de seguranga um pouco maior que a cifra de deslocamento, pois
um primeiro método que se pode pensar para quebrar cifras
de transposicéo € testar todas as possiveis permutacdes dos
caracteres. Porém, um texto de 30 caracteres, geraria 30!(30
Fatorial) possiveis permutacoes.

A cifra RSA como ja dito, € uma das mais usadas hoje
em dia, pelo motivo de que para decifrar algo codificado com essa
cifra € de extrema dificuldade, podendo levar anos para conseguir
e podendo até nao conseguir dependendo de quantos bits tenha
os numeros escolhidos pelo codificador, relembrando que quanto
maior 0os numeros primos escolhidos maiores dificuldades sera
para alguém decifrar.

A criptografia RSA apresenta um método mais dificultoso
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de cifragem, mas também uma maior seguranc¢a, ganhando o titulo
de uma das mais seguras criptografias para se usar, pelo fato de
que sua congruéncia € exponencial, que na matematica se da
por um certo numero base multiplicado por ele mesmo, quantas
vezes 0 expoente estiver determinando, como por exemplo
35=3x3x3x3x3=243, logo suas possibilidades de numeros e erros &
muito maior, trazendo um grande nivel de dificuldade.

Contudo a RSA conta com duas chaves, uma publica e
uma privada, a publica tem a utilidade de criptografar, e a privada
de decifrar, se escolhermos os primos certos, mesmo com a chave
publica seria quase impossivel de alguém conseguir decifrar a
codificagao. Logo, percebe-se que a criptografia € a mais segura
das trés aqui apresentadas.
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